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PRÉFACE. 



« Qu'eçt-çe au fond que la théorie des déterminants? C'est une algèbre 
au-dessus de Talgèbre, un calcul qui nous met à même de combiner et.de 
prédire les résultats des opérations algébriques, de la même manière 
que Talgèbre nous permet de nous dispenser de lexécution des opérations 
particulières de l'arithmétique. » (Sylvester.) 

La théorie des déterminants a été imaginée par Leibniz, vers 1693: 
réinventée par Cramer, en 1750, elle fut employée d'une manière plus 
ou moins inconsciente par Bézout, Vandermonde, Laplace, Lagrangk. 
Gauss et Wronski. Enfin, en 1812, .cette féconde doctrine est devenue 
une branche distincte de l'algèbre, entre les mains de Cauchy. Après 
lui, Jacobi, Cayley, Sylvester, Hermite, Clebsch et d'autres géomè- 
tres contemporains en ont fait la base ou l'auxiliaire des plus bellçîs 
recherches des mathématiques modernes. 

Le présent écrit est une introduction aux excellents ouvrages publiés 
sur la théorie des déterminants par Brioschi, Baltzer, Salmon, 
GiiNTHER, Scott, Muïr, Suarez et Gasco. Le lecteur y est conduit, par 
la voie la plus courte, sinon la plus facile, aux vérités les plus impor- 
tances de cette algèbre nouvelle. 

Nous avons consulté, pour le rédiger, outre divers mémoires spéciaux, 
les écrits analogues de Baltzer, Brioschi, Diekmann, Dolp, Dostor, 
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lES DÉTERMINANTS. 



Équations linéaires 
aes. 

pression 



»<* 



** 



.^k*^"*^^"»^ 

-^^V^ -**'•>. 



{ai Jî) = I «, 5 I 




lonts (tfi, Ji), («2, Jî). Le terme 

lignes du tableau des éléments 

ignes verticales ou colonnes , les 

inant r de quatre éléments est égal 

obtient en multipliant entre eux 
lag:onale du tableau des élémentSj 
. Ainsi : 



(-5)8 -=36 H- 40 -=70. 

L am^h — sin&€os a^mn [a— h), 

ax termes d'un déterminant de quatre élc- 
ehaque ligne et de chaque colonne. 



bi 



li d'un détermioant égalé à zéro la proportion a : h^cid, 
u droite qui passe par de us points dont les coordonnées sont 
ut s'écrire : 



ij terminants 




lî, 41 




mai 


fnh 


21, H 


i 


aà 


h 



a? -^jj y — j^j 


= 0, 


ou 


^r — iTa, fi — y^ 







œ — œ,, y — Vi 
x — w^y V — f% 



lO. 
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Falk, Fontebasso, Gaubieri. Gûnther, Hattendorf, Hesse, Janni, 
Mellberg, Muir, h. Muller, Reidt, Salmon, Schering, Scott, 
Studnika, Suarez et Gasco. 

Cette quatrième édition de nos Éléments^ contient quelques exercices 
et quelques démonstrations de plus que la précédente. En outre, elle 
est précédée d'un chapitre préliminaire à l'usage des commençants, où 
les premières propriétés des déterminants à deux ou à trois lignes sont 
exposées d'une manière extrêmement élémentaire. Ce chapitre est un 
extrait de lopuscule intitulé : Introduction à la Théorie des Déterminants 
avec de nambreuco esoerdcés à Vusage des Établissements d'instruction 
moyenne (Seconde édition, Gand, Hoste, 1882; 38 pages in-8°). Nous 
donnons aussi, en appendice, la définition des déterminants par les pro- 
duits symboliques. 

Nous avons marqué d'un ou de deux astérisques les passages les plus 
diflSciles de ce petit ouvrage. Dans une première lecture, les commen- 
çants feront bien d'admettre, sans démonstration, les numéros 6, 11 des 
Éléments, et de laisser de côté les §§ II, III des chapitres II, III et tous 
les numéros précédés d'un ou de deux astérisques, 

MM. H. Brocard, J, Mister, J. Neuherq et Th. Verstraeten ont 
bien voulu partager avec nous l'ingrate besogne de la révision des 
épreuves de ce petit livre. Nous leur adressons ici nos bien vifs 
remercîments. 
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INTRODUCTION A LA THÉORIE DES DÉTERMINANTS. 



r== 



== 2 d= ai Sî = («1 Jî) = 1 «j * 1 



I. Déterminants à deux lignes. Équations linéaires 
à deux inconnues. 

1 . Déterminant de quatre éléments. L'expression 
r = aibt — Oibi 
est représentée comme il suit : 

a^ bi 

et est appelée le déterminant des éléments (at, bi), («j, b%). Le terme 
ttibi est le terme principal de r; les lignes du tableau des éléments 
parallèles aux barres sont appelées lignes verticales ou colonnes^ les 
autres, lignes horizontales ou lignes. 

Règle déformation de r. Le déterminant r de quatre éléments est égal 
à la différence des produits que Ton obtient en multipliant entre eux 
les éléments situés sur une même diagonale du tableau des éléments, 
le terme principal ayant le signe -+- . Ainsi : 

9 8 



I. 



IL 



Bina 
cos a 



4 

sinS 
cos 5 



= 9.4_(.5)8 = 36 + 40 = 76. 

sin a cos 5 — sin S cos a = sin (a — J). 



Remarque. Chacun des deux termes d'un déterminant de quatre élé- 
ments contient un élément de chaque ligne et de chaque colonne. 

EzERCiCBS. 1. Calculer les détenninants 



20 70 




U, H 




mdi fnbi 






6 5 


> 


n, H 


> 


a% ha 


i 





2. Mettre sous forme d'un ^déterminant égalé à zéro la proportion « : ô = c : tf. 

3. L'équation d'une droite qui passe par deux points dont les coordonnées sont 
(^ij yi)> (^s> y«) peut s'écrire : 



a? — iPt, V — yi 






= 0, 


OSa — Xxy yt—Vt 





X -rXt^ y --ya 



= 0, ou 



x—Xu y — yi 
x-^Xi, y-^yt 



= 0. 
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S. Élimination d*une inconnue entre deux Équations linéaires. Soient 
aiX = hi ou «la? — 8i = 0, (1) 

afX^=tt ou Oifl? — S« = 0, (2) 

où, par hypothèse, les coefficients ai et a^ des înconnuesne sont pas 
nuls. Cherchons la condition nécessaire et suffisante pour qu'une même 
valeur de a les vérifie toutes deux. Multiplions la première par — 0%, la 
seconde par ai et ajoutons les résultats. Nous trouvons 

— Ci (flxx — h) -»- ai {a^x — h) = 0, (3) 

c'est-à-dire, en changeant les signes et réduisant, 

a% li 



r ou a{bt — ajbi ou 



ai bi 



(3') 



Les équations (1) et (2) ont donc pour conséquence (3) ou (3'), qui est, par 
suite, une condition nécessaire pour que (l)et(2) soient compatibles. Cette 
condition est suffisante : car, de (1) et (3), on déduit (2), et de (2) et (3) 
on déduit (1). 

Le déterminant r est dit r^/wi;efl»^, et r=0, Ib. résultante d\i système 
des équations (1) (2), ou du système équivalent d'équations linéaires 
homogènes 

aiX + biY = 0, a,X -»- JjY = (1'), (2') 

obtenu en multipliant le précédent par Y, quantité quelconque diflEerente 
de zéro et posant â?Y-»-X = Ooua?^ — — • On a d'ailleurs 

X : — Y = Ji : fli = Sa : a*. 

D'après ce qui précède, Véliminant de deux équations linéaires (1), (2) 
est donc le déterminant des coefficients des inconnues et des termes tout con- 
nus, ou des coefficients des inconnues si les équations sont mises sous forme 
homogènes (1'), (2'). On obtient la résultante, en égalant Véliminant à zéro. 

Remarque, On peut résumer les résultats précédents comme il suit : 
Si les équations (1) (2) sont compatibles ou peuvent être vérifiées 
par une même valeur de a?, elles ont entre elles une relation linéaire, 
savoir (3), Réciproquement, si elles sont liées par une relation linéaire, 

aix — S« = w {aiX — 5i), 

c'est-à-dire, si a% = m4iK, b% = mb\, toute solution de Pune vérifie 
l'autre, et l'on a aib% — a%bi = m {athi — aibi) ■= 0. 
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8. Résolution de deux équations linéaires dans le cas où le détermi- 
nant des coefflcients des inconnus n'est pas nul. Considérons les équations 

aiX 4- Siy =» Ciy a%x -♦- l^y = (?«. (1) 

Multiplions-les respectivement, d'abord par Jj et — Si, puis par — at 
et aa, et ajoutons les résultats. Il viendra 

(a^h — a^bi) a? = CiSi — Ctit , («i J» — atit) y == a{C% — atd ; 

d'où 



x- 



Ci bi 




ai Ci 


c% bi 




as Ci 


ai bi 


— , y — 


ai bï 


Ai (s 




a% bi 



Le dénominatet^ de xet de j est le déterminant ayant pour éléments 
les coefficients des inconnues; le numérateur est le déterminant obtenu, en 
remplaçant, dans le dénominateur, les coefficients de x par les seconds 
membres des équations données. 

Comme Gauss Ta remarqué, il reste à vérifier les valeurs trouvées 
pour X et pour y. Pour cela, substituons les valeurs de x et de y, dans 
les équations données, elles deviennent 

ûi {Cibi — cj^i) 4- bi {aiCt — ttiCi) 
aibi — a^bi 

g« (Cibi — Cibi) -^ bt (fltCi — OtCi) 
aibi — a^bi 

c'est-à-dire, en ordonnant par rapport à d et Cj, 
Cl (aibi — ttibi) 4- c% (aibi — ûi Ji) 



= (?«, 



•Ci, 



ttibt — a^bi 
Ci {atbi — fltJt) -f- Ci {ttibi — util) 



Cu 



= Ci, 



ou 



ou 



ai Jî — atbi 

Les expressions (2) vérifient donc les équations (1). 
Exemple III. Résoudre les équations 

9x 4- lly = 5, Sx '¥'lOy = 4. 

On trouve immédiatement 



Ci = Ci, 



Ci = Ci. 



11 
10 



9 11 

8 10 



= 3, y = 



9 11 
8 10 



= —2. 



4. Équations homogènes. l^'A deux inconnues. Si d — (?i = 0, les équa- 
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lions sont homogènes, et on trouve a? = 0, y ==s 0, comme seule 
solution, dans le cas actuel où ait% — a%bi est différent de zéro. 

2° A trois inconnues. Posons Za? -♦- X = 0, Zy -♦- Y « 0, Z étant 
une quantité quelconque différente de zéro, par laquelle ou multiplie les 
équations (1). Elles prendront la forme homogène 

aiX -^ JiY -4- CiZ = 0, a%X -^ J«Y h- dZ = 0. 
On aura, au lieu des équations (2), après quelques transformations, 
X —Y Z 



ii 


Ci 




ax Ci 




ai Ji 


l. 


d 




as Ci 




at it 



Donc X, — Y, Z sont proportionnels aux déterminants obtenus en sup- 
primant la 1", la 2® ou la 3« colonne du tableau 

ai ti Ci 

ai ii Ci 
des coefficients des équations homogènes. 

IL Déterminants à trois lignes. 

5. Déterminant de neuf éléments. L'expression 

R = aiiiCs -4- iidaz -♦• CiasJj — Ciiiaz — aiCiiz — hatCz 
est représentée comme il suit : 
ai ii Ci 



R = 



ai ii Ci 

as is Cs 

et est appelée le déterminant des éléments (ai,ii,Ci), (ai.itfCi), {as , is , Cs) . 
Le terme aibtCs est le terme principal de R; les lignes du tableau des 
éléments parallèles aux barres sont appelées lignes verticales ou 
colonnes, les autres, lignes horizontales ou lignes. 

Rêçle déformation de R. On place à côté de la troisième colonne (ou 
au-dessous de la troisième ligne) les deux premières, mentalement ou 
en réalité, comme il suit : 



ai il Cl 


ai il 


ai il Cl 


ai is c± 


ai Js 


ai ii Ci 


as iz Cs 


as is 


as is Cs 
ai it Cl 
a% ii Ci 
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puis on écrit les six produits obtenus en multipliant les trois éléments 
situés sur des lignes parallèles aux deux diagonales du déterminant. On 
donne le signe -(- aux produits des éléments situés sur la diagonale du 
terme principal, le signe — aux autres. Ainsi : 

2-11 

2.6.3 + (-1) (-3)1-*- 1.4.2 



IV 



V. 



VI. 



4 6-3 
12 3 
a h g 
h h f 

g f c 



c l 




c a 


=2abe, 


h a 





1 2.6.3 + (-1) (.3) 1 + 1.4.2 1 gg 
I _ 1.6.1 — 2 (-3)2—3.4 (-1) j 



^àbC'-aP — hg^ — cA* -»- 2fgh. 



aie 
-a b m ^4aic. 
-a -S c 



-c S 




-c -a 


= 2alc, 


l -a 





Remarque. Chacun des six termes d'un déterminant de neuf éléments 
contient un élément de chaque ligne et de chaque colonne. 



BzBRCiCBS. 4. Calculer les déterminants 



5 7 2 




3 4 1 




^ 




a b 




a 


6 13 


i 


2 5 


) 


d c 


9 


a b 


f 


b c 


-15 2 




1 6 




e f 




a b 




d 


a è 




a h 




X a b 




X c 




abc 


c 


i 


-a c 


> 


-axe 


i 


-l X b 


9 


b c a 


d e 




'h -c 




'b -c a? 




-1 a 




c a b 



5. Mettre sous forme de déterminants les expressions : 

tfiôt — bta% H- Utbi — b^fls ■+■ a^bx — ax\ ; a» -4- ô* h- c» — ^bc ; 
abc 4- am* -♦- ^* -h cp* ; 2p*j' — |?» — ^j»». 

6. Vérifier PégaJité : 



ax 


bt 


Ci 




0% 


bt 


c% 


= 


at 


bs 


Cz 





tft bi Ct 




tft ^t Ct 


bt c. 


-h 


0s c. 


«s Cs 




è^ C3 



6. Belatims entre les déterminants de quatre et de nevf éléments* On a 



m X y 




tfl &4 




fli Ji 


= w 


as Ss 


= 


As ^2 









m 





z 


ai h 


u 


at h 
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et, en particulier. 



Al h 



1 








z 


ai 


». 


« 


Ot 


»« 



1 a? y 
ai bi 
ot hi 

X, y, Zy u étant quelconques. On peut donc meUre un éUierminant de 
quatre éléments sous forme d'un déterminant de neuf éléments; et réci- 
proquement dans certains cas. 

n. On a, en remplaçant, suivant l'usage, les éléments arbitraires par 
des astérisques, 

a * * 

d * 

adf. 



a * * 




d * 


i * 


= « 


0/ 


0/ 







Donc, si tous les éléments situés d'un même côté de la diagonale d*un 
déterminant sont nuls^ le déterminant se réduit à son ter m>e principal. 

Réciproquement, un produit sAîpeut se mettre sous forme ffun déter- 
nant de neuf éléments : 



a * * 




a * * 


d * 


i^ 


d 


0/ 




* / 



III. Propriétés des détermiiiants. 

7. Propriété I. Pour multiplier ou diviser par m un déterminant de 
quatre ou de neuf éléments, il suffit de multiplier ou de diviser par m les 
éléments d'une ligne ou d'une colonne. Première démonstration. Vérifier 
le théorème dans tous les cas possibles. Deuxième démonstration. En effet, 
chaque terme du déterminant est ainsi multiplié ou divisé par m, puis- 
qu'il contient (n^* 1 et 2, remarque) un élément de cette ligne ou de cette 
colonne. 

Corollaires. I. On peut mettre en facteur, devant le déterminant, un 
facteur m commun à tous les éléments d'une ligne ou d'une colonne, 
après division de ces éléments par m, 

II. Pour multiplier ou diviser un déterminant par ( — 1), il sufSt de 
changer de signe les éléments d'une ligne ou d'une colonne. 
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Exemples : 

Al il Cl 

YII. mat mh met 

<h h «s 

28 18 24 

VIII. 12 27 12 

70 15 40 



=|: 



maidtCi •+- mbiCiaz -4- mdath \ 



= wR. 



2.3.4.2.3.5. 



= 2.3.4.2.3.5(-13). 



BzsBCiCBS. 7. Démontrer que 

^1 *| Cj 

R = 



a^ ô, c, 
0x *« c« 



«1 -*i c, 
ai 'bi Cl 



en multipliant une ligne et une colonne de R par ( — 1). 



8. 



9. 



bc { a 






l a a* 




ca 1 b 


= 


1 b b* 


> 


ab 1 c 




1 e c* 






a b e 




« ^ y 








A B 


C 



tfi -1 

^2 <*8 -1 

^5 «3 

1 1 1 

abc a^c aby 

A JE. ^ 
abc 



«1 




»/*, ai 



8. Propruîté II. 0» peut changer les colonnes en lignes et les lignes en 
colonnes dans un déterminant de quatre ou de neuf éléments. En effet, 



ai 


at 


a% 


h 


5, 


h 


Ci 


c% 


c» 



aibtCz -4- atb^Ci 
dibiCi — aibiC% • 



azbiCt ) 
• aJfiCs ) 



R. 



Application. Le déterminant suivant, dit symétrique gauche^ 

c l 
'C a 
-J -a 



IX. 



est nul, car il ne change pas de valeur quand on multiplie chacune de ses 
lignes par (— 1), ou quand il est lui-même multiplié par (— 1)' = — 1. 
9. Propriété III. Un déterminant de quatre ou de neuf éléments change 
de signe, si Von échange entre elles deux lignes ou deux colonnes. Ainsi 

Cl li ai 

!4- CiOids + Oia^Cs -4- aiCjfi \ 
— aiOfCi — daiOs — Oïdaz ) 
Cs ài ai 

et de même pour les six échanges possibles de lignes ou de colonnes. 



Digitized by VjOOQIC 



— 8 - 

Corollaire. La valeur d'un déterminant de neuf éléments ne change 
pas si l'on échange à la fois deux lignes et deux colonnes; ou si Von met la 
première ligne ou la première colonne la dernière^ ce qui revient à échanger 
d*abord la première ligne avec la seconde, puis avec la troisième. En 
effet, chacune de ces modifications produit deux changements de signes 
qui se détruisent. On a ainsi 



R = 



Cz 


»3 


az 




Cï 


h 


at 


= 


Cl 


ii 


ai 





h 


Ci 


ai 




h 


Ci 


a* 


= 


h 


Ci 


az 





ti Cs at 
iz Cs az 

64 Ci tti 



10. Propriété IV. Un déterminant de quatre ou de neuf éléments est nul 
quand il a deux lignes ou deux colonnes identiques. Première démonstra- 
tion. 11 suffit de vérifier le théorème dans tous les cas possibles. 

Deuxième démonstration. Soit un déterminant r ou R ayant deux 
lignes ou deux colonnes identiques. Échangeons ces deux lignes ou ces 
deux colonnes. D'après la seconde propriété, le déterminant ainsi obtenu 
est égal à ( — r) ou à ( — R). Mais, d'autre part, les deux lignes ou les 
deux colonnes échangées étant identiques, le nouveau déterminant est le 
même que l'ancien. Donc r = ( — r) ou R = ( — R); c'est-à-dire 
2r ou 2R = 0, ou enfin r — 0, R = 0. Ainsi : 



ai hi Ci 
ai 1% Ci 
tti bi Ci 



1=0. 
— dhai — aiCibi — JiflîCi ) 



Autre énoncé. Si dans un déterminant de quatre ou de neuf éléments^ 
on remplace les éléments d'une ligne ou d'une colonne par ceux d'une ligne 
ou d'uhe colonne parallèle, le déterminant s'annule. 



10. La première des droites représentées par les équations 



1 


X y 




0, 


x — aj 


y-h 


1 


^i Pi 


= 0, 


1 


X, 


Vi 


1 


x% x^ 




1 


x^ 


Vi 



= 0, 



passe par les points dont les coordonnées sont (x^y^), (^2^2), la seconde, par 
le point dont les coordonnées sont (tf, b)\ de plus, elle est parallèle à la première. 

Corollaire. Un déterminant de quatre ou de neuf éléments est nul si les 
éléments d'une ligne ou d'une colonne sont égaux à ceux d'une ligne ou d'une 
colonne parallèle y multipliés par unmêmefactewr. Car si l'on fait sortir 
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5 3 7 




5 3 7 


15 9 21 


= 3 


5 3 7 


3 1 1 




3 1 1 



~ 9 - 

ce facteur du déterminant, le nouveau déterminant a deux lignes ou deux 
colonnes identiques. Ainsi 



= 3.0 = 0. 



ExBBCiCB 11. Démontrer, sans calcul, que aetô sont racines de Téquation 



= 



IV. Propriétés des mineurs. 

11 . Définition. Le coefficient d'un élément d*un déterminant est appelé 
le mineur de ce déterminant par rapport à cet élément. Les mineurs de 
ai hi Ci 



1 


1 1 


a 


œ c 


b 


b m 



R: 



-4- dihtCz 
— azbtCi • 



liCtaz 4- dathz 



• liCtai — Czdili 



0% ht c% 
as (s Ci 
par rapport aux neuf éléments 

difii^Ci, Asy^SyCSy dzfiz^CZj 

sont ordinairement représentés par 

Ai,Bi,Ci, A3,B«,Cs, AsyBsfCs* 
On trouve aisément qu'ils sont donnés par les relations 

A, = - 



B% = -\- 









h 


C% 


A, 




-4- 


di 


Cz 

Ct 


B, 





~ 


dz 


Cz 



c. = + 



c, = — 



5i 


Cl 


, A, 


_ 


-4- 


Ji 


Ci 


». 


Cî 








h 


Ct 


ai 


Cl 


, B, 





_ 


di 


Cl 


ai 


Cz 








di 


Ci 


Al 


h 


, C, 


_ 


-t- 


di 


h 


as 


h 








di 


h 



Chdcun de ces mineurs est, en valeur dbsoluè^ le détermindnt de qudtre 
éléments obtenu en effdçant ddns R Id ligne et Id colonne qui se croisent en 
Vêlement correspondant. On donne le signe -♦-, dux mineurs Bî, Ai, Cj, 
Ci , kz, qui correspondent aux éléments des diagonales, le signe —aux autres. 

Corollaire. Le mineur M du déterminant R, par rapport à un élé- 
ment m, ns change pds si Von rempldce les éléments de Id ligne et de la 
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colonne qui eantienneni cet élément par d^atUres éléments quelconques. Car 
ce mineur s'obtient en effiacant de R les éléments de cette ligne et de 
cette colonne, et donnant un signe conyenable au déterminant de quatre 
éléments ainsi obtenu. 

It. Propriétés des mineurs de R. Les propriétés des mineurs de R sont 
données par les dix-huit égalités suivantes : 

R =» aiAi -*- J|B| -H CiCi, R=s aiAi -*- a%k% -¥• «lAs, 
= OtLi -f- J,B| -«- CîCi, = J, Ai -«- *«A« -«- JsAs, 
= a%ki -f- ijBi -4- c%C\. = CiAi -*- CtA, -♦- CjAj. 

= tfiAs -»- JiBî -*- CiCj, = tfiBi -*- OsBt -I- fl»Bi, 
R = fl«A« -*- S«B« -♦- CîC, R = *iBi -^ JtB, -♦- J,B,, 
«= a,At -*- JA -^- CjCj. = CiBi -♦- CiBt -♦- c»B». 

= aiAs -*- JiBj -*- CiCs, = «iCi -*- ojCi -*- «jCs, 
= asAs -4- J«B, -*- ctC, = JiC, -♦- }jCs -h }jCs, 
R== ajAs -*- J,Bs -*- CsCs. R = CiCi -*- CjC» -»* CjCi. 

La vérification directe de ces propriétés est très simple. On peut aussi 
les établir, sans calcul, comme il suit : 
Première propriété. Soit à démontrer, par exemple, l'égalité 

R = «iAi -♦- J|Bi -*- CiCi. 

Les mineurs Al )B4, Cl s'obtiennent en effaçant, dans R, la première 
ligne, puis la première, la seconde, ou la troisième colonne. Donc 
AiyBiyCi ne contiennent ni ai, ni ({, ni Ci. L'ensemble des termes de 
R en Al, par définition, est Ai Ai, produit qui ne contient ni ii, nici; 
l'ensemble des termes en 1% est iiBi, qui ne contient ni ai, ni Ct; l'en- 
semble des termes en d est CiCi, qui ne contient ni ai, ni Si. Les trois 
produits «lAi, SiBi, CiCi font donc partie de R et ne contiennent aucun 
terme commun. D'autre part (n*»" 1 et 5, remarque), tout terme de R 
contient nécessairement un élément de la première ligne, c'est-à-dire 
^1,^1 ou Cl. Donc tout terme de R est dans aiAi, (iBi ou CiCi. Par 
conséquent 

R = diAi -♦- SiBi -♦- CiCi. 

Deuxième propriété. Soit encore à démontrer l'égalité 

■= azki -*- JsBi -*- CsCi. 

Remplaçons dans le déterminant R les éléments de la première ligne 
par ceux de la troisième asy^s^Cs. Les mineurs du déterminant R' ainsi 
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obtenu, par rapport à ces éléments, sont toujours (8, coroll.) Ai^Bi,Ci. 
Donc 

R' = «sAi -+- JsBi -4- CsCi. 

Mais R' est nul, comme ayant deux lignes identiques (Propriété IV, n" 7), 
savoir, la première et la troisième. Par conséquent 

= «sAi 4- hBi ■+■ CsCi. 

V. Équations linéaires à trois inconnues. 

18. Élimination de deux inconnues entre trois équations linéaires. Con- 
sidérons les trois équations linéaires à deux inconnues 

a^x-^h^y =^e^ ou a^a? -i- 0,^ — c, =0, (1) 

a^x H- S,y = e^ ou a^x -*- 5,y — c, = 0, (2) 

a^x ^ h^y = c, ou a^x h- b^y — c, = 0, (3) 

et cherchons dans quel cas elles sont compatibles entre elles. Posons 
R = \a. J, e\ et appelons Ai, Bi,...., Ci les mineurs de R. 

Multiplions (1) par C, , (2) par C,, (3) par C^ et ajoutons les résultats. 
Nous trouvons 

C, (a,a? + 5,y — (?J-4-C,(â5,a?-4-J,y— Cj)H-Cg(â!3a?+&jy — Cj)=0, (4) 
c'est-à-dire, d'après les propriétés des mineurs, 

C,c, -+- C,c, H- CgC, ou R =0. (4') 

Les équations (1), (2)et (3) ont donc pour conséquence (4) ou (4'), qui, par 
suite, est une condition nécessaire pour que (1), (2) et (3) soient compa- 
tibles. Cette condition est suffisante : car de (4') ou (4) et de deux des 
équations (1), (2), (3), on peut déduire la troisième. 

Le déterminant R est dit V éliminant et R = la résultante du système 
des équations (1), (2), (3), ou du système équivalent d'équations linéaires 
homogènes, 

a,X4-&,Y-t-(?,Z = 0, âJ,X-+-J3Y-t'C,Z=0, «gX-hSjY+CaZ^O, (l',2',3') 

obtenu en multipliant (1), (2), (3) par Z, quantité quelconque différente 
de zéro et posant a?Z -t- X «= 0, yZ -*- Y = 0. 

D'après ce qui précède, Véliminant de trois équations linéaires (1) (2) (3) 
est donc le déterminant des coefficients des inconnues et des termes tout 
connus^ ou des coefficients des inconnues si les équations sont mises sous 
forme homogène (1'), (2'), (3'). On obtient la résultante en égalant Vélimi- 
nant à 0. 



Digitized by VjOOQIC 



12 — 



Remarque. On a encore R = 0, si C, = C, = Cj^O, cas où Téqua- 
tion (4) n'a plus aucun sens. Mais on ne sait pas si cette condition R=0, 
nécessaire encore pour que (1) (2) et (3) soient compatibles, est suffisante^ 
dans ce cas exceptionnel. 

Exemple XL L'équation d'une droite passant par deux points {x^ , y,), 
(x^i y^) est de la forme 



On doit avoir 



mx^ -♦- ny^ =py mx^ -*- ny^ =» y. 



Éliminant m^ ft,j) entre ces trois relations, il vient 

X y l 



^8 y. 



:0. 



12. Chercher l'équation d'un cercle de rayon donné c passant par deux points 
(a?i, yi), (a?„ y,). 

14. Résolution des équations linéaires à trois inconnues dans le cas 
où le déterminant des coefficients des inconnues n'est pas nul. Considérons 
les équations 

diX -♦- h^y -^ c^z = d^^ 



a,x 



•d^ 



Puisque R==a,Aj'*-ajA,-f-agA5=ô,B,-*-S,B,-*-55B5=C4C^-4-(?jCj-4-C3C3 
n'est pas nul, ni A,, A„ Aj, ni Bj, B^B^, ni 0^,0,, Cg, ne sont nuls à 
la fois. Multiplions les équations respectivement, d'abord par A^ , A,, Aj ; 
puis, parB^, 64,63; enfin, par C,, C,, C3 et ajoutons les résultats. Il 
viendra, d'après les propriétés des mineurs, 

(fl,A, -4- âJjAj -*- â^gAj) x = rf^A, -t- rfjA, -H rfjAg, 
(J,B, + &,B, -4. \B,)y=^d,B, ^ rf,B, + rfgB,, 
(c, C, -4. c, C. -^ C3 C3) ^ = rf, C, -4- rf.C, 



^5^3; 



d'où 



x = 



d^ÈL, 4- (Ï,Aj -4- (ÏgAg 



rfj S, C, 

d^ 5j Cj 

^S h ^5 



a,Aj -H a,A, 



«3^3 



»3 ^3 



•> y •= etc., 2! = etc. (2) 
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Le dénominateur de x, j, z, est le déterminant R ayant pour éléments 
les coefficients des inconnues; le numérateur est le déterminant obtenu, en 
remplaçant dans R, les coefficients de :l,j ou z, par les seconds membres 
des équations données. 

Voyons si les valeurs (2) vérifient les équations (1). Substituons-les, 
par exemple, dans la première. Il viendra 



ai {d^A.^ '\-diki'^diAz)'\'li{diBi'hdiBi'*'dzBs)'*-Ci(diCi'\-dtCt'^diC5) 

R 

ou, en ordonnant le numérateur par rapport à d^f d^, d^, 

<?i(g4A4-»-6iB4-^CiCi)-f-rf«(aiA»-i-6iB»-hCiCt)-^^8(g|A»-^64B3-f- CiCs) 



^d. 



=di 



iy 



R 



c'est-à-dire, d'après les propriétés des mineurs, d^^=d^. En substituant 
les valeurs (2) dans la deuxième et la troisième équation (1), on trouve 
de même d^ = d^, d^ = d^. Donc, non seulement tout système de valeurs 
de a, y, z, vérifiant les équations (1), vérifie aussi les équations (2), mais 
la réciproque est vraie. Les valeurs (2) sont donc des solutions de (1) et 
ce sont les seules. 
Exemple XII. Les équations 

a? + 2y -*- 3^ = 14, 3a? -*- y -♦- 2^; = 11, 2a? •*- 3y -♦- sf « 11, 

donnent immédiatement 



a?= 



14 


2 


3 




11 


1 


2 




11 


3 


1 




1 


2 


3 




3 


1 


2 




2 


3 


1 





i,y= 



1 


14 


3 


3 


11 


2 


2 


11 


1 


1 


2 


3 


3 


1 


2 


2 


3 


1 



. = 2,2 = . 



1 


2 


14 


3 


1 


11 


2 


3 


11 


1 


2 


3 


3 


1 


2 


2 


2 


1 



= 3. 



BzBRCiCBS. 13. Rëscadre les équations 

5a? — 3y-i-2i5 = 3, 3a?-f-l?y-4- 55-1-43 = 0, (*-♦- c)û? — a(y-*-«) = d— c, 
4a?-4-5y — â5 = 21, 4a? — Hy-i- 22? — 23=0, (c -t-tf) y— *(«-hû?) = c — «, 
5a? — 2y — 3;5=— 12; 5a?— 3y — IOîj -h 76 = ; (a 4- ^) a? - c(»-+-y) = tf — *i 

14. Résoudre les équations 

aa?-t-y-4-« = w, a?-*- «y -♦-«=«, a?-*-y + ««=|?. 

Cas particuliers où 1» a = 0; 2» ef = l. 
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« -♦- at? 4- a^w = «', 
I» -*- ^ -H ô*w = **, 
« + ce -♦- c*«? 8= c*. 



15. Résoadre les équations 

«fl?+ dy-4- C5 = (i, 
tf «a? H- J'y -h c*« = rf" ; 

15. Équations homogènes. l'^A trois inconnues. Si (?,=Cj=C5=»0, ou 
si les équations sont homogènes, on trouve a? == 0, y = 0, s; = 0, comme 
^di^Z« solution, dans le cas actuel où | a, d, c | est différent de zéro. 

2"" A quatre inconnues.Fo80ïi8Vx-^X=0, Uy-4-Y=0, U2;-4-Z=0, 
U étant une quantité quelconque différente de zéro, par laquelle on mul- 
tiplie les équations (1). Elles prendront la forme homogène 

a^X + J, Y ^- c,Z -*- d^V = 0, 

fl,X -*- J,Y -f- (?,Z -*- i,U = 0, 

a^X -♦- S,Y -*- CjZ -t- rfjU = 0. 

On aura, au lieu des équations (2), après quelques transformations, 

X —Y Z — U 





5. c, «f. 




«i c, rfj 




«. >. 


*«. 




a, 5, c, 




S. c, rf. 




a, Cj <f. 




«. ». 


d. 




a, J, c. 




J, c, <?, 




«, «» <^ï 




«» »» 


d. 




«» >» 0» 



Donc, X, — Y, Z, — U sont proportionnels aux déterminants obtenus 
en supprimant la !'•, la 2«, la 3« ou la quatrième colonne du tableau 

a^ l^ c, d, 

«« K c^ ^. 

«3 *S ^5 ^S 

des coefficients des équations homogènes. 



VI. Principe de l'addition des lignes. 

16. Propriété V. On peut ajouter aux éléments d'une ligne {ou d'une 
colonne) d'un déterminant, respectivement les éléments d'une ou plusieurs 
lignes {ou colonnes) parallèles, multipliés par une même quantité positive 
ou négative, sans altérer la valeur du déterminant. 



ai -♦- mbi-^nc^y Si, d 
at -*- mit — nct^ Ss, Ct 
az -*- mbi — »cs, Js, Ci 



= R: 



ai 


h 


Ci 


Ot 


if 


c% 


ai 


h 


Ci 
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En effet, le premier de ces déterminants est égal à 

(ai 4- mh — Mi) Al -*- (Oî -*- wJj — nct) A« -*- (a -♦- mh — ncz) Aj. 

Cette somme se compose de trois parties. D'après la première propriété 
des mineurs, une de ces parties, savoir : 

tfiAi -f- <h^i -^ û^sAs, 

est égale à R. Les autres 

w(5iAi -*- JsAî -*- SsAj), — ^(ciAi -♦- CiAt -*- Cz Aj), 

sont nulles^ d'après la seconde propriété des mineurs. Donc, etc. Cette 
propriété est d'une importance capitale dans le calcul des déterminants. 
Exemples, l** On a successivement 



XIII. 



13 17 4 




1 1 4 




10 


28 33 8 


= 


4 1 8 


=s 


4-3-8 


40 54 13 




1 2 13 




1 1 9 



-3 .8 
1 9 



= — 19. 



Le second déterminant se déduit du premier en retranchant des éléments 
de la première et de la deuxième colonne, respectivement trois et quatre 
fois les éléments de la dernière. Le troisième déterminant se déduit du 
second en retranchant les éléments de la première colonne, une fois de 
ceux de la seconde, quatre fois de ceux de la troisième. Le reste du calcul 
est facile, d'après le n^ 3. 

2*» On a, en retranchant la première ligne des suivantes et posant 
7» = (J — a) (c — a), ;? = (J— . a) (c — a) (c — J), 



XIV. 



a 


a* 




i 


i* 


= m 


c 


e* 





l a a* 
1 a-*-8 
1 a H- c 



=^m(c — b)=p. 



Remarque. Le principe de l'addition des lignes peut servir à mettre 
un déterminant de deux lignes sous forme d'un déterminant à trois lignes 
plus simple. Ainsi (comparer exercices 3, 10 et exemple XI, n<* 13.) 



XV. 



(D% — a> yt — y 



10 

1 xi — a y\--\ 
1 a?t — a? yt — 3 





1 a? y 


= 


1 Xi yi 




1 Xt y% 
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ExsBdcss. 16. 



17. 



18. 



19. 



20. 



«i-i-m + M i,+fli-*-N 1 
1 1 1 



a, 6, 1 
110 



fl— * 


M — « 


a?-jr 




â? 


a 


^ — c 


«— i> 


jr — « 


= 0; 


â? 


à 


c — tf 


p-m 


« — a? 




X 


e 



b-i-e 

CH-fl 

a-i-b 



= 0, 



U(i-C)»^*(C-«)»+C(«-*)'J 

|»(aH.iH.c)(ii-*)(*-c){c-a)j I ^_^ ^_^ ^_^ 



«1 -*- c, - c, 




c, -*- C| - c. 


= 4 


c,-»-c,-c. 





tf j -i- tf j — tf I i^j -i- ôj -^ i| 
tfj-i-tfi — tf} Ôj -*- d| — b^ 
tf j -4- tff — flj ^s "*" ^1 — ^s 






*i 



«s *» ^s 



= 0. 



= -4v- 



a?. 



ys «» 



21. Calculer p^ q, r, x et pronver qne l'on ti q*=p{r -^s) si 



P = 



1 


tf 


a* 


1 


b 


b* 


1 


e 


c« 



1 a €^ 

g = |l * ^» 

1 c <* 





1 a a« 




, '•= 


1 » ** 
1 c c* 


, * = 



1 a» fl^ 
1 *• ^ 
1 c* c» 
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ÉLÉMENTS DE LA THEORIE DES DETERMINANTS. 



CHAPITRE PREMIER. 

DEFINITIONS ET PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES 
DES DÉTERMINANTS. 

I. Des permutations d'éléments à un seul indice. 

t. DirangemerUs. De toutes les permutations d'un certain nombre 
d'éléments 

(1, 2, 3, 4,) (a„ «2, fls, «4) ou {a, b, c, d), 
il y en a une seule, savoir : 

1234, aia^a^UA, aicd, 
où les éléments sont dans l'ordre naturel. Dans toutes les autres, par 
exemple, dans 

4231, a^a^azai dbca, (1) 

les éléments sont dans un ordre différent. 

On appelle dérangement ou inversion, dans une permutation, la combi- 
naison d'un élément avec un élément qui le suit dans cette permutation, 
mais qui le précède dans Tordre naturel ou alphabétique des éléments. 
Ainsi les permutations (1) contiennent cinq dérangements, savoir : 
[42, 43, 41, 21, 31], [«4^2, a^az, a^Ut, a^ai, as^i], [rfJ, de, da, la, ca]. 

Exercices 1. Déduire une permutation quelconque, 52143, de la permuta- 
tion 1*2345, où les éléments sont rangés dans l'ordre naturel, par un nombre 
d'échanges d'éléments égal à celui des dérangements de cette permutation, et de, 
deux manières différentes. 

2. On peut déduire une permutation de n éléments, d'une autre quelconque, 
par (n — 1) échanges d'éléments au plus. 

3. Une permutation de n éléments et la permutation inverse contiennent 
A « (« — 1) inversions. Les P» = 1. 2. 3... w permutations de n éléments en con- 
tiennent ~n{n ~Ï)1?H (FoNïEBASSo). 

**4. Si ri rj ... r,„ Al Aa ... A„ _ „ est une permutation de 12 3...*?, contenant 
a -+- ^ -i- V iïi versions, dont a sont dans ri r» ... r„., /S dans Ai Aj ... A„_w, y ne 
change pas si l'on range ri r% ,.,rm dans l'ordre naturel et est égal à (ri — 1) -+- 
(ri — Z)-^ ••• -+■ (r„, — m) (Trudi). 

2 
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9. Permuiatiani paires ou impaires. Cramer a divisé les pennntations 
en deux classes : les permutations paires, qui contiennent un nombre 
pair de dérangements, .comme 1234, 4321; les permutations impaires, 
qui en contiennent un nombre impair, comme 4231, 4123. On peut 
diviser en deux classes les permutations d'éléments tels que m, 7, Ui, S, 
en posant 

m = ai, 7 = tf«, «fj==^3, S =«4. 

La différence entre les nombres de dérangements de deux permutations 
est paire ou impaire, selon qu'elles sont ou ne sont pas de même classe. 

8. Théorème de Cramer et Bbzout Une permutation change de 
classe si Von échange deux éléments {ou deux indices). 1«' Cas. Échange 
de deux éléments adjacents aiy aty i < h. Désignons Tensemble des élé- 
ments qui précèdent a^ et a^ par M; lensemble de ceux qui suivent, par 
N- Des permutations 

MâJ*éi,N, Mfl,«*N, 
la première contient un dérangement de plus que la seconde, savoir : 
auah puisque i < k. Donc elles sont de classes différentes. 

2^ Cas. Échange de deux éléments quelconques. Désignons par 1 Ten- 
semble des éléments, en nombre m, compris entre a» et ak. On déduit, de 

MOilttAN, (1) 

la permutation 

MIa,a*N, (2) 

par m échanges d'éléments adjacents, en faisant passer successivement a\ 
au delà des m éléments de I. De (2), on tire 

MIajta,N, (3) 

par un échange d'éléments adjacents,' savoir : a, et a^. Enfin on passe de 
cette permutation (3) à 

MaJaiN. (4) 

en faisant reculer ak en deçà des m éléments de I, au moyen de m échan- 
ges d'éléments adjacents. On passe donc de la permutation (1) à la 
permutation (4), qui n'en diffère que par l'échange des éléments a,, «/t, 
au moyen de (2w -t- 1) échanges d'éléments adjacents; ce qui équivaut 
à (2»i -♦- 1) changements de classe, ou à un seul changement de classe. 
Le théorème est donc démontré. On remarquera que la différence entre 
les nombres de dérangements des permutations (1) et (4) est impaire (n'*2). 

On peut aussi établir directement le théorème de Bézout, dans ce second 
cas (BALTZER-HoiJEL, Déterminants, I, n" 2, n° 4). 
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Exemple. Les permutations marquées I et II, dans les tableaux sui- 
vants, sont de classes différentes : 

1 1234. adcd mluiS 

II 4231, abdc mlSui 

I 4321, adic mSlUi 

II 4123, dadc SmlUi 

Exercices. 5. 1® Deux permutations de n éléments, qui ont (n — 2) éléments à 
la même place, ne dififèrent que par l'échange des deux autres et, par suite, sont 
de classes différentes. 2*» Si on supprime les deux derniers éléments des X, permu- 
tations différentes paires de n éléments, les Xn arrangements restants de (n — 2) 
lettres seront tous différents. 3° Des X» permutations paires différentes, on déduira 
Xn permutations impaires différentes, par échange des deux derniers éléments; et 
inversement. 4° Le nombre X» des permutations des deux classes est donc le même. 
**6. Si on supprime un élément dans une permutation, la permutation nouvelle 
est ou n'est pas de même classe que la première suivant que l'indice de l'élément 
supprimé est ou n'est pas de même parité que son rang dans la permutation 
primitive (Suabez). 

4. Permutations circulaires. Le résultat de réchange des éléments 
d'une permutation est appelé permutation circulaire de la première 
lorsque chaque élément est remplacé par le suivant et le dernier par le 
premier, une ou plusieurs fois. L'opération effectuée porte le même nom, 
ou bien s'appelle substitution circulaire. Ex. : 43125, 12543 sont des 
permutations circulaires de 54312. 

Pour effectuer une permutation circulaire de n éléments, il suffit de 
mettre le premier élément après les {n — 1) autres, ou d'effectuer 
{n — 1) échanges d'éléments adjacents, une ou plusieurs fois. La permu- 
tation primitive, et celle qu'on en déduit en faisant une fois cette opéra- 
tion sont donc, ou ne sont pas de même classe, selon que {n — 1) est pair 
ou impair. Ainsi 54312 et 43125 sont de même classe; car (n -— 1) =4. 
* D'une permutation donnée de n éléments (725438169), on peut déduire 
une autre quelconque (293874156), par des permutations circulaires 
effectuées sur p groupes d'éléments adjacents ou non (726953,48,1). 
Ces groupes sont appelés cycles, La permutation primitive et la permu- 
tation dérivée sont, ou ne sont pas, de même classe, selon que (» — p) 
est pair ou impair (Baltzer, I, 5). En effet, soient »i, n^, »s, ..., np les 
nombres d'éléments de chacun des p cycles, de sorte que n ^=^ ni -^ n^ 
-*- ^3 H- ..• -*- np. On déduira la seconde permutation de la première, au 
moyen de (ni — 1) -+- (n^ — 1) -h (ws — 1) -*- ••• -*- (^p — - 1)= % — p 
échanges d'éléments (adjacents ou non) deux à deux. 
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Exercices. *7. Deux permutations sont ou ne sont pas de même classe suivant 
que le nombre des cycles au moyen desquels on les déduit d'une autre permutation 
sont ou ne sont pas de même parité. 

*8. La permutation circulaire àe axa% ... On qui commence par flp + i contient 
p{n — p) inversions. Le nombre total des inversions contenu dans les n permu- 
tations circulaires de ûTi a» ... an est | (n — 1) n (« -4- 1) (Fontebasso). 



II. Des permutations distinctes d'éléments 
à deux indices. 

5. Permutations distinctes de n^ éléments ou permutations d'éléments 
à deux indices. On appelle ainsi tous les produits différents que Ton 
peut former en prenant un élément dans chaque ligne et dans chaque 
colonne du tableau de ces %' éléments, rangés en carré, de la manière 
suivante : 

a\i an ... a\H ai bi Ct ... abc... 
ati ait ... flîn at b<i Ci ... h k î .,, 
«5 bz C.-5 ... p q r ... 

anl an* ... ann • . . . . .... 

La permutation principale est le produit 

an an ... anny ai bt Cs..., akr.. , 
des éléments qui sont sur la diagonale du carré allant du premier au 
dernier élément. 

Dans le premier tableau, chaque ligne est caractérisée par un des 
premiers indices 1, 2,... %; chaque colonne, par un des seconds. Ces n 
indices 1, 2,..., w peuvent, d'ailleurs, être remplacés par n autres quel- 
conques (ri, r«,..., r„), (Si, Si,..., Sn). Dans le second tableau, des 
lettres remplacent les seconds indices. On ne peut guère étudier les 
permutations d'éléments représentés par des lettres distinctes, comme 
dans le troisième tableau, qu'en les remplaçant, mentalement ou réelle- 
ment, par des éléments analogues à ceux des deux autres tableaux^. 

6. Théorème. Les permutations de n^ éléments restent les mêmes, si 
Von échange entre elles deux lignes, ou deux colonnes ou si Von remplace les 
colonnes par les lignes et les lignes par les colonnes. Appelons rangées les 
lignes et les colonnes. Les éléments qui sont dans une même rangée du 
tableau primitif des éléments, sont aussi dans une même rangée du nou- 
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veau tableau, obtenu par interversion de lignes ou de colonnes, etc.; les 
éléments qui ne sont pas dans une même rangée du tableau primitif ne 
sont pas non plus dans une même rangée du nouveau tableau. Toute 
permutation obtenue en prenant un facteur dans chaque ligne et chaque 
colonne du tableau primitif, s'obtiendra également en prenant ces fac- 
teurs dans le second tableau; car, d'après la remarque précédente, deux 
d'entre eux ne seront pas dans une même rangée. 

7. Formation des permutations de n^ éléments à deux indices. Première 
méthode. Supposons écrites toutes les permutations de w' éléments du 
tableau 1 (n" 5). Chacune de ces permutations est le produit de n facteurs, 
ayant pour premiers indices 1, 2, 3,,.. n, parce que Ton a pris un 
facteur dans chaque ligne, et pour seconds indices, aussi 1, 2, 3,... », 
parce que Ton a pris un facteur dans chaque colonne. Arrangeons les n 
facteurs de chaque permutation dans un ordre tel que les premiers 
indices soient dans l'ordre naturel. Les seconds indices seront aussi 
dans Tordre naturel pour la permutation principale an.,, anm mais dans 
un ordre différent pour les autres permutations. Par suite, pour avoir 
toutes les permutations différentes, il suffit de permuter, dans la permu- 
tation principale, tous les seconds indices, en laissant les premiers dans 
l'ordre naturel. En effet, on aura pris, de cette manière, pour former les 
diverses permutations ou produits distincts, un facteur dans chaque 
ligne et un dans chaque colonne, et de toutes les manières possibles. 
Pour neuf éléments, cette règle donne les six permutations 

Pi == au a%i «33, î?i = an ««s asi, pz = «u a^\ azi, 
p* = an a^i «35, ps = an ««s «si, pe = «15 «J2 «31 ; 
ou, si les seconds indices sont remplacés par des lettres, 

Pi == «1 Jî c$, p^== at Ci Js, pz = Cl «s Js, 

Pi, == bi «2 Csf ^5 = h Ct «3, p% = Ci 6i «g. 

Seconde Méthode. On peut aussi trouver toutes les permutations de %* 

éléments, en permutant les premiers indices de la permutation principale, 

de toutes les manières possibles, et laissant les seconds invariables. 

Ainsi, 9 éléments donnent les six permutations 



i». = «. K Cî. 


i', = a. *5«*. 


Pi = «I *. Oi> 


i>4 = a, \ C5, 


Pi = «î *ï 0, , 


?. =«î^6,- 



Remarque. Voici une règle plus générale : Dans une permutation 
quelconque, permutez les n premiers ou les n seconds indices 1, 2, ... n, 
de toutes les manières possibles, et laissez les autres fixes. 
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Exercice 9. Former les permutations de seize éléments ai,bxj ..., dt, 
8. Théorème de Cramer et Bézout généralisé. Permutations paires 
au impaires. Considérons les permutations 

A = M«,vIaA,N, B = MaJ^ArN, C = MaA,I«,>N. 

A cause de réchange des seconds indices r et s^ la différence des nombres 
de dérangements des seconds indices, dans A et B, est impaire (n" 3) ; 
à cause de l'échange des premiers indices i et A, la différence des nombres 
de dérangements des premiers indices dans B et C, est impaire. Donc, la 
différence entre le nombre total des dérangements de la permutation 
A et le nombre total des dérangements de la permutation équivalente C 
est paire. 

Appelons permutations paires celles qui contiennent un nombre pair 
de dérangements, soit des premiers, soit des seconds indices ; permuta- 
tions impaires, celles qui en contiennent un nombre impair. Le théorème 
précédent pourra s'énoncer ainsi : Une permutation reste de même classe 
si Von y change deux facteurs de place (*). Il est clair qu'une permutation 
ne change pas de valeur par ce changement de l'ordre des facteurs. 

Exemple. Les permutations équivalentes 

atz a%i tfss =• «81 tfss atz = a^i a^ au 
contiennent respectivement 2, 2, 4 dérangements, savoir : 

(31,32), (21,31), (31, 32; 21, 31). 
Les permutations suivantes en contiennent 1, 3, 5 : 

ati ail â^53 =» au a^z ai% = ass au a\% 

BxERCiCBS. 10. Quel est le nombre des dérangements dans 

diâ^s^iCi = dOibidt = CidtazJbx^ hxd^a^Ct = btaiC%dz = dsCtaibt ? 

11. Les produits des éléments des diagonales d'un carré de n* éléments sont 
de classes différentes, sauf si (n — 1) ou « est divisible par 4 (Comp. n« 11, Ex. 19). 

12. Démontrer directement le théorème du n* 8. 



(*) Un théorème analogue existe pour les permutations d'éléments à un nombre 
quelconque pair d'indices. Un théorème analogue à celui du n» 3 existe pour les 
permutations d'éléments à un nombre impair d'indices. La marche suivie dans 
notre % II, conduit naturellement à la théorie des déterminants à trois ou à un 
nombre quelconque d'indices, étudiés par De Gasparis, Padova, Armenante, 
Garbieri, Zehfuss, Scott, Lloyd Tanner, et sous une autre forme, par Grass- 

MANN, CaYLEY, DaHLANDER. 
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**13. Si Ori ûfr,. 



.at 



.«Vi^Vi 



..a/. A contient a- 



• ^ -*- V inversions, 

dont a sont dans aiy^ ar^»^ ... «r^*^, ^ dans ah^k^ ahjt^ ... •A,^^*^.^» 7 est de même 
parité que S (r -h «) = (r^ -h r, -♦- ••• -h r») -h («i -+-««-+- ••• + $m) (Trudi) (V. n* 1, 
Ex. 4). 



III. Déflnition des déterminants. 

9. Définition et notation. Le déterminant de n^ éléments (voir n** 5, 
tableaux 1, 2, 3; est la somme algébrique des permutations distinctes 
de ces éléments. On donne le signe h- au terrne principal T formé par les 
éléments de la diagonale du carré des éléments, qui va du premier au 
dernier, et à toutes les permutations de même classe; le signe — aux 
permutations dont la classe est diflferente. 

On représente, d'après Cauchy, le déterminant par le tableau des 
éléments entre deux barres verticales : 



Ah 



atf 
ati 



ain 

a%n 



ai 
a% 
az 



bi 
h 
h 



Cl 




abc 


c% 


9 


h k l 


Ci 




f q r 



an\ an% ... an 

ou par les notations suivantes, quand elles sont suffisamment expres- 
sives : 

\l\2\ "' \ n\ 

2 =fc «41 ûa« ... ann = [an aS2 ... flnn) = '. ^ : T = I dik \ 

I 1 I ^ I ... I » ) 

2 d= «1 Ji Cs = («1 It Cs) == I aJc I , 2 ± akr = {ahr). 
Nous reviendrons (n"" 21) sur la notation | aie | , qui est due aussi à 
Cauchy. 

Pour former un déterminant, on déduit tous les termes du terme 
principal, en y permutant, soit les premiers, soit les seconds indices, et 
laissant les autres invariables (n" 7), puis donnant à chaque terme le 
signe convenable. Exemples : 

-H awatta^i — «ii^isas* -4- ax^atia^t 
— aisAsiass -+- ax^atiazi — ai&anasi 



2 =t; Ai 1022^53 = 



2 db «iJsCst^i =»» 
aibtCzd% — aib^CtdA h- a^biddi — a^biC^di 4- atbzCidA — a^b^Cid^ 

— aib^c^dz + ttib^c^dt — aJ>ïGAdt h- aibiC^dz — a^b^c^di -h aJfiCtdi 
•+- aibiCtds — aib^c^dt h- a^b^Cid^ — atbiCxdz -♦- aJbkC^di — a-fi^Ctdh 

— aJ^iCids H- a^biCidi — aJfiCidi -*- a^btCids — aébfddt -*- aAb^Ctdi . 
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Remarque. Pour former un déterminant de 9 éléments^ il j a une 
r^le spéciale plus simple dite règle de Sarrus. Voir Introduction^ n« 5. 

Exercices. 14. Sans déTelopper les déterminants, Térifier que 

X Q f \ 

y â? j 

jr ^ : =aj«-4-y*, 

y a? I 

y â? I 

*15. Un détenninant ne change pas, si l'on change le signe de tons les éléments 
où la somme des indices est impaire (Janm). On peut appeler ces éléments 
éléments impairs; les autres, éléments pairs. 



\ a b X 

\ e d X e 

f X 

9 X k i j 

â? 



IV. Propriétés fondamentales. 

10. Propriété I. Pour multiplier {ou diviser) un déterminant far k, 
on multiplie {ou l'on divise) par k les éléments d'une ligne ou d'ujie 
colonne{*). Voir Introduction, u" 7, démonstration et corollaires. 

Exemple. On a successivement (Comparer Ex. 48, cas où a? = 0) 















111 






X 
X 
y z 

2 y 


y z 
z y 
X 
X 


= a:y«« 


] 
] 
] 


i -^ y 

icy zx 

' ^- 
xy yz 

i y ^ 

ZX yz 


= 







1 1 


1 




111 




1 

XJft 


xyz 
xyz 


2* 
2' 


y' 

X» 


= 


1 i5« y* 
1 «^ a?* 


• 




xyz 


y» X* 







1 y* a?« 





(*) Les propriétés I, VI et la propriété I des mineors sont une conséquence 
immédiate de la définition d*nn déterminant comme somme algébrique des permu- 
tation» distinctes de A* éléments, quelle que soit la loi d'après laquelle on donne le 
signe + ou le signe — aux diverses permutations ; les propretés II, III, lY, Y, 
VII et la propriété II des mineui-s, au contraire, supposent que cette loi est celle 
du n<* 9 (Hoppe). On ne démontre pas dès l'abord, la propriété YI et la propriété I 
des mineurs, parce que l'on ne peut guère en faire d'application avant le n** 15. 
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Si, dans le premier déterminant, on remplace x, y, z par ax, Sy, cz, 
la première ligne et la première colonne du dernier sont 0, a*, ^*, c*. 

Exercices 16. Démontrer le théorème de Janni (n*» 9, Ex. 15), en multipliant 
certaines lignes et colonnes du déterminant par (—1). 

17. ^Démontrer et généraliser pour le déterminant Q, de «* éléments analogue 
à Q4, la relation suivante, où h\ b'[ = b^, b[ b'^ = ô,, ^3 b'i = Ô3, 



Q4 = 



-1 







— i 

«s 






-1 

«4 



«i 


-w 








K 


H 


-ôï 








*i 


«5 


-ô'i 








^'5 


«s 



*18. Si Ji est facteur des m premiers éléments de « — «» -h^ colonnes ou lignes 
dun déterminant R de n* éléments, indivise R (Muir). 

11. Lemme. Permutons, d'une manière quelconque, dans un détermi- 
nant R, les lignes entre elles et les colonnes entre elles. Changeons encore, 
si Ton veut, les lignes en colonnes et les colonnes en lignes. Le détermi- 
nant R', ainsi obtenu, sera égal à -^ R ou à — R, selon que les termes 
principaux T etT\ deR et de R', sont ou ne sont pas de même classe. En 
effet : 1" Les deux déterminants contiennent les mêmes permutations 
(n** 6). 2* Si T et T' sont de même classe, les permutations de même classe 
que T ou T' auront le signe 4- dans les deux déterminants; les autres, 
le signe — ; donc R == R'. 3" Si T et T' sont de classes contraires, les 
permutations de même classe que T (de classe contraire à T') auront 
le signe •+• dans R, le signe — dans R'; les permutations de classe 
contraire à T (de même classe que T') auront le signe — dans R, le 
signe -H dans R'; donc R = — R'. 

Exemple. 2 =b a^atta^ô = ^ d= az^atiaw = — 2 =b ananau* 

Exercice 19. Si 2r = « (» — 1), on a (V. n® 8, Ex. 11) 2 ibauOM... a«,= 
2 ± ann ... <ha0tt = (— !)*• 2 =b «i^tf,,..» ... Ont. 

12. Propriété IL Un déterminant ne change pas quand on y change 
les colonnes en lignes et les lignes en colonnes (ou quand on échange dans 
chaque élément les deux indices). Ainsi 



an 


ait 


an 




an 


ati 


an 


au 


ati 


a%s 


== 


an 


atx 


az% 


azi 


ezst 


a9z 




aiz 


Otz 


azi 



car les permutations des deux déterminants sont les mêmes (n** 6), et les 
termes principaux sont identiques. 
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Exercice 20. On appelle déterminant gauche, ou symétral à diagonale pleine, ou 
pseudosyinélrique, celui où aik = — aki, au n'étant pas nul; déterminant symétrique 
gauche, ou symétral à diagonale vide, ou hémisymétrique, celui où aik^= — aki, 
au = 0. Un déterminant symétrique gauche de n* éléments ne change pas quand 
on le multiplie par (— 1)», même si n est impair ; par suite, il est nul dans le cas 
de n impair. 

*21 . Si aik = pik -hqikVi—l), aki = pik — qik K ( — 1), au = pu, les ;? et les g' 
étant réels, le déterminant R = 2 d= âP^ «m ... «nu est réel ; car R ne change pas 
si y (— 1) change de signe (Hermitej. 

13. Propriété III. Un déterminant change de signe, quand on y échange 
déplace deux lignes ou deux colonnes. En effet, si Ton échange la colonne i 
avec la colonne h, 

au ... aki 



aki ... akk 
e3t remplacé, dans le tableau des éléments, par 

aik ... au 



akk '•• aki\ 



les termes principaux des deux déterminants correspondants, R et R', sont 
donc de la forme Ma/J^A^N, MaitlfeN. Ils sont de classes contraires, à 
cause de rechange des seconds indices i et h\ donc, d'après le n® 11, 
R c=, — R'. 

Corollaire. Si l'on place, après toutes les autres, la première ligne 
ou la première colonne, c'est-à- dire, si Ton effectue une permutation 
circulaire des lignes ou des colonnes, cela équivaut à {n — 1) échanges 
de lignes ou de colonnes, ou à une multiplication du déterminant par 
(— l)"-*. Ainsi («lôîCseiO = — {biC^d^a^). 

14. Propriété IV. Si les éléments de deux lignes ou de deux colonnes 
parallèles d'un déterminant R sont égaux, le déterminant est nul. Voir 
Introduction n» 10. 

Corollaire. Un déterminant est nul si les éléments d^une ligne ou d'une 
colonne sont égaux à ceux d'une ligne ou d'une colonne parallèle, multi- 
plies par un même facteur. Voir Introduction n'' 10. 
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Exemples. I. On a 



1111 




a i c d 


= {b—a) (e-a) (d^-a) 


a' J» c* rf* 


KC-b){d-b) 


a' J' c» d» 


(d-c). 



En eflPet : l'» P est un polynôme entier en a, J, c, rf, de degré 
0h-1h-2-*-3 = 6, puisque chacun de ses termes contient un élé- 
ment de la première ligne, un de la deuxième, un de la troisième, un de 
la quatrième. 2® Si dans P, on fait d == a, ce déterminant s'annule 
comme ayant deux lignes identiques ; donc P est divisible par (d-^a) et 
de la forme {d—a) Pi, Pi étant du 5* degré. 3" Si l'on fait d = J, P ou 
{d—a) Fi s'annule encore; comme le facteur (d — a) devient (S— tf), il 
faut que Pi s'annule pour rf = J ; donc Pi = (d — b) P«, P« étant du 
4*^ degré, et P == {d—a) (d—h) Pa. 4° On prouve de même que P? = 
(d'-c) P5, P5 = (c-J) P4, P4 = (c-a) P5, P5 = (i—a) Pe, Ps, P4, 
PsjPe étant respectivement de degré 3,2, 1, 0, parce que P s'annule pour 
d= c, pour c = S, pour c=a &i enfin pour J = «, Donc P = (J — a) 
X (c— (i)(c— S) X {d — fl)(rf-— J)(rf— c)P6. 5*» Le déterminant P et le 
produit (J> — à) ... (d — c), ordonnés par rapport à rf, c, J, ont pour 
premier terme d^ c* h\ donc le quotient Pe de la division de l'un par 
l'autre est l'unité. 

II. On a, de même, 



1 


1 


1 1 


1 


1+a; 


1 1 


1 


1 


i-y-y 1 


1 


l 


1 l-t-Z 



car ce déterminant contient le terme xyz et s'annule pour x ■• 
y = 0, 2 = 0. 



'0, 



Exercices 22. Si (Xx, tfx), (x%^ p%), (Xs, y^ sont les coordonnées rectangulaires 
de trois points. A, B, C, les équations 



= 



représentent, respectivement, la droite AB, une parallèle à AB passant par C, et 
le cercle passant par les trois points A, B, C. 



\ X y 




x-x^ y — Vz 




1 Xx yx 


= 0, 


1 xx yx 


-0, 


1 x^ y% 




1 a:, y. 





1 


X 


y 


a?' -+-y* 


1 


Xx 


yi 


^\'^y\ 


1 


x% 


y% 


x\ H- y\ 


l 


a?5 


ys 


^X-^yX 
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"^i3. Démontre:* Tégalité 

l-^-a 11 1 

1 1-+-Ô 1 1 

1 1 1-+-C 1 

1 1 1 l-f-rf 



r=r 



. V / . 1 1 1 1\ 

= abcd ( 1h 1-7-4-- + -) 

V abcd/ 



On fait successivement a = 0, b = 0, c = 0, à = 0, dans r — abcd. 
En s'aidant de lu propriété I, en déduire l'égalité plus générale 



R = 



a ù)% â/s • 
Xt b Xs ' 
Xi x% c . 



= x(i + -fi 

^ a — . 



x% 



Xi 



Xi b — x% c — Xz 



dans laquelle X = (a — Xt) (b — Xt) (c — ajj) ... (Salmon). 

Cas particuliers. 1*» a = a?i — «i, b^=Xt — m, c = Xi^mf etc. (E. Lucas). 
Cas où «»=(a?i -4-a?a -Ha?5 -♦- •••) — 2?. 2«a?i =yj, a?i = y|, a?3 =yj,etc; a=(S— yi)«, 
b={S — y%Yy c = (S-pz)\ etc., S étant égal à yi -♦-y.-i-ys-l-'»- (Wolstbk- 
HOLME). 3» Si a?, =a?8 =a?s = ••• = â7, on trouve X = R + a?X', en posant 

X X \ 






ô — a? c — X 



Si X' = (é»' —a?) (^' — a?) (c'— a?j..., on peut écrire X au moyen d'une for- 
mule analogue à X = R-i-a?X', et ainsi de suite. Cette formule X = R-Ha?X', 
conduit à deux résultats remarquables : a) si a? = a', b' ou C, etc.; jS) si a? = 1, 
« = ^•=^ = ••• = (Garbieri). 4« a = (a -H ^ -H y -t- •••) -h nà, a?i = «a; ô = 
(a -h ^ -h y -i- ...) -H w/3, â7f = «/3; etc. On trouve R = (« -h 1) (« H- ^ -♦- y H- —y, 
p étant le degré du déterminant. 

On trouve encore la relation suivante qu'il est facile de généraliser : 



1* -♦- 1 ajS «y ai 


a -H a' a a a 


«^ ^«+1 fiy pS _ 


y y y -♦-y' y 


«5 ^a yo 5*-hl ■ 


ô 5 ô 5h- 


= l-4-a«-^^*-*-y* 


-*-a«. 



On suppose a»' = jS/3'= yy' =: tiû' = 1. 
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CHAPITRE IL 

CALCUL DES DÉTERMINANTS. 

I. — Propriétés des mineurs. 

15. Des mineurs. Le coefficient d'un élément aik d'un déterminant 
R = 2 =h «Il «M ... a„Hy est appelé le mineur de ce déterminant, par 
rapport à fl,* ; il est ordinairement représenté par A,jt, c est-à-dire comme 
1 élément dit lui-même, sauf que la lettre minuscule a est remplacée par 
la majuscule correspondante A. Les mineurs ay/ de A,*, ceux de aji et 
ainsi de suite, sont aussi appelés mineurs de R. A,a est un premier 
mineur, d'ordre {n — 1), aji un second mineur, d'ordre (» — 2), etc. 

I*» Détermination de Ah. Pour trouver tous les termes de R qui con- 
tiennent an, permutons, de toutes les manièreg possibles, les premiers ou 
les seconds indices dans le terme principal An a^ ... Ann, en laissant 
toutefois an sans changement, et donnons un signe convenable à chacune 
des permutations ainsi trouvées. On trouve les mêmes permutations en 
calculant 

ait . . ttin 



au 



donc 



A., = 



dm ' ' ann 
ati . . din 

anf ' . dnn 



Ainsi, ïe coefficient du premier terme d'un déterminant R de n* éléments, 
est le déterminant de (n— 1)* éléments^ obtenu en supprimant, dans R, la 
première ligne et la première colonne, 

2" Détermination de A/*. Première méthode. Faisons venir «,* à la 
première place clans R, en mettant la i'"^' ligne la première, au moyen de 
(i — 1) échanges de lignes deux à deux, et la A''"" colonne, la première 
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au ..; 


ai 


ifc-1 


ai 


Mi • 


.. Ai, 


ûi-1,4 


. 








. • 


Ûi+1,4 


• 








. . . 


dnl . 










ann 
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aussi, au moyen de {k — 1) échanges de colonnes. Nous aurons, d'après la 
règle précédente, 



(-1)'^* 



Ainsi, le coefficient kik d'un terme a,*, dans un déterminant R rf« n* 
éléments, est le déterminant de (n—iy éléments, ohtenu en supprimant, 
dans R, la ligne i et la ligne k, qui se croisent en a,*, ce déterminant étant 
multiplié par (— 1)»>*; c'est-à-dire par -+- 1 ou — 1, selon que l'élément 
est pair ou impair (n" 9, Ex. 15). 

Seconde méthode. On peut faire venir aiu à la première place, au moyen 
de (i — 1) permutations circulaires de lignes et de (k — l) permutations 
circulaires de colonnes, équivalentes chacune à (n — 1) échanges de 
lignes ou de colonnes. On trouve ainsi 



tfi+i,A+i ... ai^.4,1, ai^t,i.., fl,^.4,ifc_i 



A.ife = (— 1)("-0«+*) 



aiMi 



ai^i^k+i û«-i, i_i 

Selon que (n — 1) est pair ou impair, on a 

(_!)(»-!) (<+*) = 1 ou (— l)*-^*. 

La seconde méthode de détermination de knt est plus utile que Tautre 
dans les recherches théoriques. 

Exercices 24. Trouver le coefficient de Oa a^x dans S ±iaixa%% ... as^\ et celui 
de aikaji dans ^ dba^ , ... a««, par permatation circulaire des lignes et des colon- 
nes ou non. 

25. Dans un déterminant symétrique, c'est-à-dire où aik = au;, on a Ai* = A*/. 

26. Dans un déterminant symétrique gauche (n» 12, Ex. 20), Ai* = — Kki, A» =0, 
si le degré du déterminant est pair ; A/* = Aai, s'il est impair, et Au est un déter- 
minant symétrique gauche. Dans un déterminant gauche, kik est aussi un déter- 
minant gauche. 

**27. L'élément aik et (— 1)»+* Ai* sont dits compléments algébriques Tun de 
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l'autre. Plus généralement, si {— l)«+P+7 ar^s^ ârr,.», ... tfr„«„^ m^k^ a/.^i,-^ ... ah^^ ^ 
est un terme du déterminant contenant (« h- /S -+- y) inversions, dont a sont dans 
tfrj,j ... tfr„«^, ^ dans «Aj.ti ... «*,».,*„_«» les déterminants M = (— 1)" (tfr,,^ ... tfr^»J, 
Q = (— l)/5 [ah^k^ ... «/»,_„*«_„) sont dits compléments algébriques Pun de l'autre. 
Démontrer que leur produit, multiplié par + 1 ou — 1, selon que S(r-+-j) 
est pair ou impair, donne 1. 2... w X 1- *2... (n — m) termes du déterminant 
R = (atx att ... ann) (V. n*» 8, Ex. 13.) 

16. Première PROPRIÉTÉ DES MINEURS. Expression d'un déterminant 
au moyen de ses mineurs (Voir Introduction n° 12). Considérons les 
éléments an, a^, ...,«!« de la première ligne d'un déterminant R. Les 
termes dont R est composé contiennent tous Tun ou Tautre de ces élé- 
ments et n'en contiennent qu'un seul. L'ensemble des termes qui con- 
tiennent flu est «n An; l'ensemble des termes qui contiennent an est 
«is Aïs, et ainsi de suite. Donc, 

R = «41 An -f- «lî Ai2 -*- ••• -t- a\f, A|„. 

On a, de même» pour les éléments de la première colonne, d'une ligne i 
ou d'une colonne k quelconque, 

R = «14 An H- au Aîi -H ... -♦- «,« Ani, 
R = au A-n -+- «,4 A,2 -+- •••-♦- air, A,„, 



R = axk Au -♦- an As* -h 



ank A„i. 



Ce théorème permet de calculer un déterminant quelconque, de proche 
en proche, au moyen de ses mineurs, des mineurs de ses mineurs, etc., 
sans qu'on emploie la théorie des permutations. 

Exemples. I. Mineurs formés par la seconde méthode : 

«1 ii Cl 
a% bt c% 

«3 ^3 Cz 

II. Mineurs formés par la première méthode : 
(«iJjCs^O = — *i (a^CzdA) -*- ht {aiCM) — h (aiddi) -*- bilatCids). 
Exercice 28. Démontrer les relations de l'exercice 14; puis l'égalité 





h Cl 




h Cs 




h Ci 


= «4 




-f- a« 




-4- as 






h Ci 




il C4 




h c% 



c b a' 
c a b' 
b a c' 
a' b' c' 



= a^^ai -+- bib'z -f- C2C2 — 2aa'bb* — 2bb'cc' — 1lcc'aa\ 
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17. Corollaires. I. Si les éléments d'une ligne i {ou d'une colonne k) 
d'un déterminant R sont nuls, à l'exception d'un seul aji, le déterminant 
se réduit au produit a^* Aik de cet élément par le mineur correspondant. 
Par suite, lorsque tous les éléments situés d'un même côté de la diagonale 
s' évanouissent, le déterminant du système se réduit à son terme principal. 
Ainsi, 



ai hi Ci di 

i« cs d^ 

Cz d^ 

^4 



= Al 



ht c« d% 
Cs dz 

^4 



= «iJ» 



Cz dz 

d. 



= ailtCzd^, 



II. Si les éléments d'une ligne i {pu dune colonne k) d'un déterminant 
sont nuls y snk excepté, les éléments de la colonne k {ou de la ligne i) autres 
que a,ft, n'entrant pas dans A,*, peuvent être remplacés par des éléments 
quelconques ; en particulier, si on les remplace par des zéros, on peut 
remplacer aussi les éléments de la ligne i (ou de la colonne k) par des 
éléments quelconques. Ainsi, 



m{aihcz)=^ 



m n p q 

ai bi Ci 

ai ds Ci 

«s bz Cz 

m n' p' q' 

Ai bi Ci 

as bt Ct 

az bz Cz 



m 

ai bi Ci 

ai bt Ci 

az bz Cz 

m 

7i" as bi Ck 

p" ai bi Ci 

q" az bz c» 



III. Tout déterminant peut être mis sous forme d*un déterminant de 
degré plus élevé; et un produit quelconque peut se mettre sous forme de 
déterminant. Par exemple, en remplaçant les éléments QVELCOf^QVEs par 
des astémques : 



aibtCz = 



ai 





• 


-k 










1 


-k 


-k 




10 


bi 

-k 



Cz 


î 


ax 
ai 


b* 
h 


= 






ai 
ai 


bi 
bi 


-^ 


* I * * 

^ ai bi 
^ a* bi 



IV. En particulier, le mineur Aik est égal au déterminant R, où a,jk est 
remplacé par 1 et les autres éléments de la ligne i ou de la colonne k par 
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par zéro. Ainsi, par exemple, si C est le coefficient de ac» dans 



\ X x'^ x^ X* 

\ a a^ a^ û* 

\ l l^ J)^ J* 

1 c c* c' c* 

\ d d^ d^ rf* 



C = 



10 



1 


a a* 


a» 


1 


l J« 


J* 


1 


e c* 


c» 


1 


d i* 


i* 



1 « a' (i* 

1 ô d« S* 

1 c c^ c* 

1 t? rf* (i* 



Exercices. 29. Démontrer que 



1 


1 


1 


1 . 


.. 1 


. 


.. 





1 


1 





. 


. 


. 


. 








1 


1 


. 


. 


. 


. 











1 


1 . 


. 


. 


. 














. 


. 


. 


.. 1 


1 



= 1 ou ; 



même résultat pour un déterminant dont tous les éléments sont nuls, sauf que 
«/),;)-i = l, flç, 9+r = — 1, ^ prenant successivement les valeurs 2, 3,... 9» et ^ 
les valeurs 1,2,..., n— r. 

30. Généraliser la propriété suivante : Si f7in = 1, 



w+« 10 

1 «i + n 1 

1 wH-n 1 

1 m^n 



m^ — «" 



Cas où m • 



= 0. 



. ^ = 2 cos a? et, en particulier, x - 

31. Démontrer que le continuant Q« (n» 10, Ex. 17) = ût» Qn_i 4- ô„_t Q«_«. Il en 
résulte que Q» est le dénominateur de la w'è'nc réduite de la fraction continue 



Y^-^j.-^ ...) 



(Comp. Ex. 81). 



*32. Démontrer le théorème de Muir (n° 10, Ex. 18) dans le cas où * = 0, ^=1. 

**33. Théorème de Laplacb. On peut décomposer un déterminant R de 
v? éléments en une somme algébrique de produits de déterminants analogues à 
ceux dont il est parlé n« 15, Ex. 27, les uns d'ordre w, dont les éléments sont 
toujours pris dans les mêmes m lignes ou colonnes du déterminant primitif, les 
autres d^ordre n — m, dont les éléments sont pris dans les (;^ — m) lignes ou 
colonnes restantes. Ainsi 

(a^^%Cid^ = (tfiôi) (C8^4)— (âfiôs) (c%â,K)'\-{axh^) (Ca(jÎ8)-*-(û?iôs)(Ci(JÎ4)— (««Ô4Xcid8)+(a3Ô4)(Ci(if). 

On trouve zéro, au lieu de R, si dans les déterminants dont il est parlé, Ex. 27, on 
remplace les éléments d'une (ou plusieurs) des n — m lignes ou colonnes restantes 

3 
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par les éléments correspondants d*une (ou plusieurs) des m premières lignes ou 
colonnes (Muib). Ainsi 

(atbt) (a^dt) — (ath) {Oid^) -♦- (<ïiÔ4) {atâ^) -+- {aah) (aidt) — (a^b^) (atds) -+- (««ôO (« itf») 

est nul comme égal à (aib%aidi). 

Corollaires. I. Un seul de ces produits n'est pas nul si tous les éléments 
communs à m lignes et à n ^ m colonnes du déterminant primitif sont nuls 
(Jacobi). II. Un déterminant où les éléments communs à m lignes et à n — f» + I 
colonnes sont nuls est nul (Voir Ex. 32). 

18. Seconde propriété des mineurs. Lemme. Le mineur Aïk d'un 
déterminant R ne change pas, si Von remplace les éléments de la ligne i et 
de la colonne k par des éléments quelconques» En effet, d'après la défini- 
tion, A,jfe ne contient aucun élément de cette ligne ou de cette colonne. 

Seconde propriété. On a 

aji A,i -♦- a;ya A,î -♦-••• -♦- a/„ A;» = 0, 
aij Ali -♦- ay Aîi -^ ... -+- û„y A„/ = 0, 

si] est un nombre compris dans la série 1, 2, ... n c^ différent de i (Voir 
Introduction, n° 12). En effet, la première de ces expressions est celle 
d'un déterminant dont la i'""' ligne serait identique à la/"" ; la seconde, 
celle d'un déterminant dont la i^"*' colonne serait identique à la j^*. 

Exemple. Voir Introduction, n° 12. 

Exercice. *34. Soient R = (att(h\ ... tf«n), S s=(Ôii*m ... ô„_i,««t). Formons, 
au moyen de S, de nouveaux déterminants St en remplaçant les (n — 1) éléments 
de la première ligne verticale bu, on, ... d«_-i, i par «ii, ... tf«-,i,i. Nous aurons 
identiquement 

A«iSi -h AntSi -+-...-♦- A«nS« = 0. 

Même théorème si la ligne verticale remplacée dans S n'est pas la première. Ce 
théorème peut s'énoncer ainsi : Le produit de deux déterminants est égal à la 
somme des produits des déterminants obtenus en remplaçant, dans le premier 
facteur, successivement chaque colonne (ou ligne) par une seule et même colonne 
(ou ligne) du second facteur, et introduisant la colonne (ou ligne) supprimée dans 
le premier facteur, à la place de la colonne (ou ligne) supprimée dans le second. 

On démontre ce théorème en remplaçant Si, Sa, ••• S„ par leur développement au 
moyen des mineurs Bu, B^, •** Bn.i, i de S (Autre démonstration. Exercice 38). 

En particulier, 

(ÔiCj) (tf irfi) -♦- (Citf,) (bidt) -4- (tf t*«) {Cxdt) = 0. (a) 

(Bâltzer-Houel, III, 11.) 
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II. Principe de l'addition des lignes ou colonnes. 

19. Propriété V. On peut ajouter ^ auic éléments d'une ligne [colonne) 
d'un déterminant, respectivemerd les éléments d'une ou de plusieurs lignes 
(colonnes) parallèles^ multipliés par des constantes quelconques, sans 
altérer la valeur du déterminant. Ainsi 



ai • 
a% • 
as ' 

«4 



mil — ndi 
mhi — nd% 

• miz — nds 

• mhi — nd^ 






Cl 
Ct 
Ci 
Ci 



di 




dt 
d. 


= 


d. 





ai 
at 
a% 

fl4 



5i 



Ci 
Ci 
Cz 
Ca 



di 
dt 
dz 
d. 



En effet, le premier de ces déterminants est égal à 



(«1 

(«5 



5i — nii)ki 
Jj — ndz)Kz 



(«4 



ml% — «rfi) Aï 



h A — ^4) Al* 

Cette somme se compose de trois parties. D'après la première propriété 
des mineurs, une de ces parties, savoir : 

«4 Ai -h aaA« -+- «3 As •*- a^hy 

est le second déterminant écrit ci-dessus. Les autres 

w(iiAi -+- ôiAî -♦- J»As -h Ô4A4), — n{diki -*- d%k% -*- d^k-i -h (Î4A4) 

sont nulles, d'après la seconde propriété des mineurs. Donc, etc. 

Cette propriété est d'une importance capitale dans le calcul des 
déterminants. 

Remarque. Pour faciliter le langage, on peut appeler les lignes 
(horizontales), Hj, Hj, Hs, etc., les colonnes ou lignes verticales 
Vi, Vî, Vs, etc. 

Exemples. 1. On a successivement 



9 13 17 4 


t 






1114 






1111 


18 28 33 8 




2 4 18 




2 4 11 


30 40 54 13 


— 


4 1 2 13 




4 12 6 


24 37 46 11 




2 4 2 11 




2 4 2 3 


2, -1, -1 

3, —2. 2 
2, 0, . 1 




= 




4, -1, - 
-7, -2. 
0, 0, 


1 
2 

1 


= 


4, -1 

- -7, -2 



=—15. 
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Le second déterminant se déduit du premier en retranchant des éléments 
de la première, de la deuxième, de la troisième colonne, respectivement 
2, 3, 4 fois les éléments de la dernière. Le troisième déterminant se 
déduit du deuxième, en retranchant les éléments des trois premières 
colonnes de ceux de la dernière. « Toutes les fois que nous avons, comme 
dans le cas actuel, un déterminant dans lequel tous les éléments d'une 
même ligne sont égaux, nous pouvons en déduire, par soustraction, un 
autre déterminant dans lequel tous ceux d'une même ligne s'annulent, à 
l'exception d'un seul, et réduire ainsi le calcul à celui d'un déterminant 
d'ordre inférieur (Salmon). » Le reste du calcul est facile. 

On peut toujours obtenir des éléments égaux (et même égaux à l'unité), 
dans une même ligne en procédant comme dans l'exemple du n*» 10. 

IL 1^ On a successivement, si m ^= (b — a) (c — a) (d — a), 



1 




a a* a' 




1 










1 


1 J i» J» 




1 b—a b'—ab b'—ab* 


le c* c' 




1 c — a c' — ac c^ — ac' 


1 d d* d' 




1 d—a d*—ad d^—ad^ 




l—a b*—ab b^—ab* 




1 b J» 






c — a c' — ac 6' — ac* 


= m 


1 c c» 


= 




d—a d'—ad d^—ad^ 




1 d d^ 






1 


i "* 


m 


1 c — b c^ — bc 


==m{c — l){d — b) 


i. c 

1 >> 






1 d — b 


d* 


— bd 








X 


vv 



= (6 -- a) (c — a) (d — a) (c — b) (d ^b){d — c). 
On peut écrire ce résultat en abrégé, en représentant le déterminant 
primitif par sa première ligne entre crochets et par F (b — a), le produit 
des différences des quantités a, b, c, d, 

[1, fl, a^a«] = P(ô — a). 
Évidemment, en général, 

I 1, a?, a?S ... a?"-* I = P (a?A. — a?.)» 
identité d'où Cauchy a tiré la théorie des déterminants (Comp. n" 14, 
exemple). 
2"^ On trouve de même 

[1, a, a^, «*] = [1, û, aS a^'\(a -i- b -*- c -¥• d) 
[1, a, ûS a^ = [1, a, a*, a^] {a^-hb^-^c^-i-d^'^ab'^'ac-^ad'^bc-^bd-i'Cd) 
et ainsi de suite. On peut encore arriver à ces résultats comme il suit : 
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Posons (x — a)(x— V) {x — c)(x — d) = x^ -^ Vx'^ -»- Qx^ -*- Ra? -+- S, de 
sorte que P = —• («-v-J -4- c-4-(f), Q = ab-^- ac-^ ad-\-lc-^ld-^cd^ etc.; 
puis fl* "4- Pfl' -t- Qfl' -4- Rfl -4- S = 0, J* -h etc. = 0. Remplaçons 
dans [1, a, «% a*], «*, i*, c*, <?* par leurs valeurs tirées des dernières 
relations. Il viendra 

[1, a, ûJ*, ûJ*.] = [1, «, a*, — Pa' — Qa« — Ra — S] = 
[1, a, a-, — Pfl«] = — P [1, a, a*, a»] 

comme on le voit en ajoutant à la dernière colonne du deuxième déter- 
minant, la première multipliée par S, la seconde multipliée par R, la 
troisième multipliée par Q. En remarquant que a^ = — Pa* — Q«' — 
RâJ^ — Sa, on trouve, de même, 

[1, a, û% «»]= ~P[1, fl, a\ a*]—Q[l, a, a\ «'] = [!, a, a\ a'] {P«~ Q). 

On peut calculer d'une manière analogue tous les déterminants de la 
forme [1, «?, a», a'', ...]. 



m. 

(a\hc^) = -5- 



fli 

(Il ttibi — ajfi UiCi — flîCi 



1 
ai 



{aibi) (atCi) 



Dans (rtiJîCô) retranchez Vi multiplié par bi, de Vj multiplié par ai ; 
retranchez de même Vi multiplié par Ci de Vs multiplié par «i. 

Cette remarque s'étend à un déterminant de degré n. Donc, si les 
déterminants du second degré (uibi), (aibz), ... (aid), (aiCs), ... etc., sont 
divisibles par k, le déterminant est divisible par k""* (Janni). 

Exercices. 35. Généraliser la relation 



= 



fl-d 


a 


I 


ô— (f 


b 


I 


c-rf 


c 


I 



= (a—d) (ô— c) -4- (ô— rf) (c— tf) -t- (c— rf) (tf - ^); 



démontrer la relation (-i) du n» 18, ex. 34; puis celle du n*» 14, ex. 23. 

36. Soient X = {a? — a) (a? — /3) (œ—y) ... ; Xn = (flf — «) (« — /5) (« — 7) ... ; Xa : 
{b — x)(b — ^) (b — y) ...; etc. Le déterminant 



1 


1 


1 


1 


a 


b 


c 


d 


a* 


b* 


c» 


d* 


X« 


Xfi 


Xc 


Xrf 



= — X 



1 1 I 




b' c d 


-^^ 


b* c» d' 





1 1 1 

a c d 
a* c* d' 



— etc. 



est égal à (b — a) (c — a) (c — b) (d — a) {d — b) (d—c) ou à suivant que X est du 
troisième degré ou de degré inférieur. En mettant les déterminants du second 
membre sous forme de binômes, on trouve des identités remarquables, qui, géné- 
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ralis^es, équivalent aux principaux théorèmes du ch. XVI de la Géométrie supé- 
rieure de Chasles (V. Retali). 
37. Généraliser les exercices 16, 17, 19 [de PIntroduction et les relations 
l»Sil.2...*.CÎ = «(tf-lj...(a-AH-l); .« = 1X1X1.2, (5 = «« — 
^1 — «»o (Gomp. n» 31, ex. 91), on a 



suivantes ; 
~ 3«t -«- î 






cr 



a+« 






= 1; 



1 





1 


1 


1 


2 


1 


3 






«0 





Ux 


1.2 


Ut 


2.3 


«3 



2» Si F = <»o^' "^ ''i^' "*" ''î^ ■♦- «3 = «0 ia?—a) (iZ? — fî) (û?— y). 



F = 





X 

— 1 







X 

-1 



«s 
«S 

«0 



= «0 






a a a a 




I 




a b b b 
a b c c 


(<.(*-«)Xl 
- 1 {c-b){d-e) \ ' 




a b c d 




110 1 




1110 


10 11 
111 


= 1; 


110 1 
10 11 


1 


1 1 1 




111 



a 
a 
ot 

a b 
— fl b 

—a -b 

— flt — * 



= -3; 



X 

• 

c 

— c. 

1 


1 





• 
X 

y 

d 

1 
1 
2 
1 




= 2'.tfôcd; 




1 


3 l 



= 4*. 



**38. Démontrer que 

I abc II xyz \=z\xbc \\ ayz \'\-\jfbc\\ xaz \'\-\%bc \\ xya \ 

Mettre préalablement les deux membres (ou l'ensemble de tous les termes réunis 
dans un seul membre) chacun sous forme d'un déterminant à six lignes au 
moyen du théorème de Laplace (exercice 33; comp. ex. 34). 

^39. Si la somme des éléments de chaque ligne d'un déterminant symétrique 
est nulle, les mineurs correspondants à deux éléments adjacents et, par suite, 
tous les mineurs, sont égaux (Borchardt). 

40. Si (notation de l'exemple II) 

A = [tf%a»,tf«,fl,l], B = [««,«*, a*, a, 1], C = [a*, flf» flf% tf, 1], 

4A~6B = c|(tf — ô)« H- (<»-c)«-«-(tf-rf)« -«-(<» — <?)«-+- ...H- (d — é?)t|, 

A-B = C(a*-+-ô«4-c'-*-d«H-0. 



41. lo 



1 1 1 

sin a sin b sin c 
cos a cos b cos c 



= 2 



cos i(a -b) cos i(b — c) cos } (c — a) 

cos i (a -*- *; cos i (ô -*- c) cos i (c -*- a) 

sini(fl4-*) 8ini(ô-+-c) 8ini(c4-<ï) 
= 4 sin J (fl — b) sin i (* — c) sin i (c — a). 

Poser, dans le second déterminant, a = sin i a, a' = cos J a, /S=sin i ô, iS'=cos J b, 
y = sin i c, y' = cos i c. 
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2^ Calculer les déterminants 

jsinâ? sinSâ? sinSâ^l, Isin'â? sin^rcos^ cos^â?! 

42 . Si, dans un déterminant, la somme des carrés des éléments de chaque ligne 
est égale à l'unité, et qu*en outre la somme des produits des éléments correspon- 
dants de deux lignes quelconques parallèles soit nulle, les mêmes relations ont 
lieu entre les éléments des colonnes. ^Le déterminant est égal à =b 1, et chaque 
mineur est égal, en valeur absolue, à l'élément correspondant (Voir n® 26, II). 

*43. Un déterminant est nul si le rapport de la différence des éléments de 
deux colonnes à la différence des éléments de deux autres colonnes, est constant 
pour chaque ligne (Studmcka). 

**44. Tout déterminant d'ordre n symétrique par rapport à son centre ou 
cpclosymétrique est le produit de deux déterminants d'ordre ^ n, ou d'ordre 
i(«-4-l),i(«-l). Ainsi 

01 ht Cl rfi 

Ot ht c% d% «1 -h tfi ht-^Ct \ I «1 — dt ht — Cl 

dt c% bt a% ~ tf«-f-rf« ô«4-Cj| | | at — d% *«— c« 
rfi Cl ^1 ai 

Parmi les déterminants cyclosymétriques , on distingue les bisymétriques dont les 
éléments sont symétriques par rapport aux deux diagonales (Comp. ex. 51). 

*45. Hankel appelle orthosymétrique ou persymétrique un déterminant symé- 
trique où tous les éléments des rangées parallèles à la seconde ou à la première 
diagonale sont égaux. Généraliser la relation suivante, due à Hankel et relative à 

un déterminant orthosymétrique : 

/ y =r a?i — ar; yi =• a?» — a?i; etc. 

\ « = yt — y; ^i^y* — yi] etc. 

j U = Zi-'Z\ Ui=i% — Zi. 
\ V = Ux — U. 

Il existe une formule analogue pour un déterminant quelconque (Studnicka). 
Appliquer la relation précédente à un déterminant de trois ou quatre lignes, les 
éléments étant les carrés ou les cubes des nombres 0, 1,2, 3. 

*^46. On appelle orthosymétrique double ou circulant un déterminant orthosymé- 
trique dont chaque ligne contient les mêmes éléments. Généraliser la formule 
suivante relative à un déterminant de cette espèce et où e est une des racines 
cubiques imaginaires de l'unité : 

= (a? -+- y -♦- 2;) (a? -f- ey H- tH) (x -H eV -♦- £*2^). 

Tout circulant d'ordre pair peut être rendu symétrique par rapport à son centre. 

Si on change le signe de tous les éléments d'un circulant situés d'un côté de la 
diagonale principale, on obtient un circulant gauche. Les circulants gauches ont 
des propriétés analogues à celles des circulants. 

**47. Trouver la valeur d'un circulant où les éléments a?i, œ^, ..., Xn sont égaux 
à 1 sauf a?i; à 0,sauf Xxy a?i; forment une progression arithmétique; ou géométrique; 
oùxk =:«i»*~* (Comp. Stern, Journal de Crelle-Borchardtj t. 73, pp. 374-380); 
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Xi 


Xt 
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V 


% 


Xi 


Xt 


^5 
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u 


Xt 


Xz 


Xi 
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X 
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où xk = 'k*\ où xk — C08(a -+• Ad — b)\ où a?* = sin (a \-\b — b)\ où x^ = C 

48. Démontrer la formule suivante et y faire a? = (Voir n» 10, Exemple) : 
—x y z u 

l(— X '\- y -¥ % -i- u) (x — y-\-z-\-u)^ 
( X (a? H- y — 2? -+- «) (a? H- y + 2 — «)i 



k-\ 



y —X u z 
z u —X y 
u z y —X 



**20. Propriétés d'un déterminant nul, I. Lorsqu'un déterminant est 
nul, la première propriété des mineurs (n° 16) et la seconde (n'* 18) sont 
exprimées par 1a seule équation 

où j peut être supposé égal à ê, ou difîérent de i. Donc, il existe une 
relation linéaire entre les éléments ai;, a^;, ..., a„; d'une colonne'] qtcelconque. 
On a de même, pour les éléments fl^i, ayi, ,.., a;,, d'une ligne y quelconque 

flyi A,l -4- û;^ A,2 -*-•••-+- ajn Ain = 0. 

II. Réciproquement, s'il existe une même relation linéaire entre les 
éléments de chaque ligne ou de chaque colonne, le déterminant est nuL 
Soit, par exemple, 

^1 aij -+• h a^ij -4- ••• -t- /„ a„j = 0, (N) 

cette relation, pour les éléments d'une colonne j quelconque. Multi- 
plions les éléments de la r'™« ligne par /,• supposé non nul, et ajoutons-y 
les éléments des autres lignes, multipliés respectivement par /i, h, .. ., In* 
Le déterminant, multiplié par /,, sera égal à un autre déterminant, 
dont les éléments de la ligne i^""-' seront tous nuls, d'après l'équation (N). 
Donc, etc. 
m. Soit 

/l an -H ).a 0^1 -4- ••• -♦- In ttni = 0, 



h a\n H- îî^a» H- ••• -4- /n^nn^O; 

je dis que l'on aura, si les mineurs ne sont pas tous nuls, 

/i : /« : /g :•••:/!, == 
Ai4 : Aîi : Asi : 
A4Î : A22 : As2 : 



: A„, = 

: A.2 = 



Ain : Aîn : Asn : • • : A„n. 
Supposons, en effet, que >, soit différent de zéro, et considérons le 
mineur A,/,, obtenu en remplaçant dans R, les éléments de la colonne k 
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par 0, à rexception de aïk qui est remplacé par Tunité (n° 17, IV). 
Multiplions les éléments de la première ligne par >,. et ajoutons-y les 
éléments des autres lignes multipliés respectivement par ).2, as, ..., >„. 
La première ligne aura pour éléments, d'après les équations en >, Ju 
désignant le A'^"** élément, 

0,0, ...,*u = >.-,..., 0,0. 

Le produit ^lA,* est donc égal à hk ou /j, multiplié par le mineur cor- 
respondant AiA. Donc, h^ik -^ h^ih c'est-à-dire >i : >i == Aik : A,jt, ou 
bien Au, Aïk sont nuls à la fois. 

Il résulte de cette démonstration que : 1° les mineurs correspondant 
aux éléments des colonnes (lignes) parallèles d'un déterminant nul, sont 
proportionnels y s'ils ne sont pas tous nuls. 2*» Les diverses relations 
linéaires qui existent entre les éléments des colonnes (ligvss) parallèles 
d'un pareil détermifiant ne sont pas vraiment distinctes et ne diffèrent que 
par un facteur constant. On remarquera le principe de cette démonstra- 
tion, due à Janni. Au fond, elle revient à remplacer les éléments de la 
première colonne de A,a, par leurs valeurs tirées des équations en > ou (N). 
IV. Généralisation. Pour plus de brièveté, considérons le détermi- 
nant R =5 I abcde \ . l*' Soient Es = (aid^Czdt) = 0, — D^ = (athcse*) 
= 0, (fliJîCs) différent de zéro. D'après (20, III) les valeurs de X, |x, v, 
TT, qui vérifient 

la^ -¥- i^a^ -H va, -+• r.a^ =-- 0, (1) 

'kh^ -V- \xh^ -+- v5jj -f- -kI^ = 0, (2) 

'kc^ -H aC, -♦- vCj -♦- m^ = 0, (3) 

vérifient aussi 

Id^ -*- [j^d^ 4- vd^ -V- Tid^ = 0, (4) 

X^4 -*- [t.e^ -H ve^ -+- v:e^ = 0, (5) 

à cause de {afi^c^d^)=0, {a^h^c^e^)=^0. De plus, si Ton fait 7r=(a,5jCg), 
quantité non nulle, A, p-., v ont une valeur unique. Les mineurs 
A5 = (p^o^d^e^), — B5 = [a^c^d^Cj^), C^ = [a^b^d.j^) sont nuls aussi, 
A5 = 0, par exemple, à cause des équations (2):3)(4)(5)(20, II), On écrit 
les relations A5 = Bg 



: C5 == D5 = E5 == sous la forme 



b. 
b. 



d, 
d. 



= 0, 
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ou encore, en abrégé, 

0==\\abcdelH (lignes 1234). 

Ces relations entraînent d'ailleurs R = | abcde | = a? As •+- bsBs -h CaCs -*- 
ifsDs -4- «sEs = 0, et il existe une même relation linéaire entre les élé- 
ments d'une colonne quelconque de ce déterminant nul. On a, en effet, 
p étant nul, 

la^ -4- wfl, -H va, -4- Tifl^ H- ©«5=0, )vJ, -^-pég-»- vJj-^-TT&^-i-pJj^O, etc. 

2° Soient (fli&sCs) = 0, (ûiW5) = 0, (aiJj«s) = 0, («iJ») différent de 
zéro. On prouve aisément que Ton a 

Itti -^ fjat -♦- vaz = 0, )vJi -+- fxJt -♦- vis *= 0, 
>.c, -♦- ue^ -h v(?3 = 0, /rfj -♦- «eî, + vd^ = 0, i^, -♦- pa^ -♦- v«, = 0; 

si y = (fliôî), ?. et a ont une valeur unique. Tous les déterminants obtenus 
en supprimant deux colonnes du tableau 



«. 


K 


c. 


rf, 


«. 


«« 


h 


«» 


d. 


«, 


«s 


h 


«s 


dz 


«3 



sont nuls, ce qui peut s'écrire = H àbcde || (lignes 123); enfin, il existe 
une même relation linéaire entre les éléments de chaque colonne du 
déterminant nul | ahcde \ . 

3" Soient (a,},) = 0, («,(;*) = 0, (fl,rf2) = 0, (Ai^î) = 0, «i non nul. 
On déduit de là que = || ûJc^ô || (lignes 12), qu'il existe une même 
relation entre les éléments de chaque colonne de ce déterminant rectan- 
gulaire et, par suite, du déterminant nul | àbcde \ . 

V. En résumé, il existe au moins une mime relation linéaire de la 
forme (N) entre les éléments de chaque colonne (ou ligne) d'un déterminant 
nul. Donc (20, II), on peut mettre tout déterminant nul sous une forme 
telle que les éléments d'une certaine colonne (ou ligne) soient tous nuls 
(M. Falk), Par suite (propriété III), on peut faire en sorte qu'il en soit 
ainsi pour une colonne (ou une ligne) quelconque; et que (propriété V) 
les éléments d'une colonne (ou d'une ligne) soient un même multiple de 
ceux d'une ligne ou colonne parallèle. 

Remarque. Plus bas (voir n» 30, IV), nous établirons de nouveau 
ce théorème et d'une manière plus complète. 
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ExBRCiGBB. ^49. Un déterminant symétrique (Ex. 25) est, en valeur absolue, un 
carré parfait par rapport aux éléments d'une ligne (ou colonne), si le mineur T cor- 
respondant à l'élément de cette ligne (colonne) situé sur la diagonale principale, 
est nul. Pour démontrer ce théorème, remarquer que les mineurs An de T sont 
tels que A„ = A„i de plus, parce que T est nul, (Ar,)* = ArrA„. 

**50. Un déterminant symétrique gauche (Ex. 20, 26) de degré pair, est, 
en yaleur absolue, le carré d^une fonction rationnelle des éléments. Mettre 
(<&r -f- bif + cz)* sous forme d'un déterminant symétrique gauche. 

Ces deux théorèmes peuvent être démontrés, d'une manière simple, par le 
procédé de Jannï (n« 20, III). 

*^51. Si un déterminant symétrique gauche de degré 2« est symétrique par 
rapport à sa seconde diagonale, on peut le mettre sous forme de carré d'un déter- 
minant de degré «, en ajoutant à chaque j''*™* ligne ou colonne (g- == ou < n), la 
{2n — q-^ !)*"»« (S. Gûnther) (Comp. ex. 44). 

**52. Le déterminant S formé par les Atjt, savoir (An Am ... A„«) s'appelle le 
déterminant adjoint ou réciproque de R = {an ûft» ... an»). Il s'annule, ainsi que ses 
mineurs, les mineurs de ceux-ci, etc., en même temps que R (n"> 14, corollaire, 
et 30, III). Par suite, S et ses mineurs contiennent R en facteur, autant de fois 
qu'ils ont de lignes moins une (n« 19, III). On en conclut que S est égal à R""* 
(Caucby) (Comp. n*> 25, ex. 67). Le déterminant ac^joint ne change pas si l'on 
remplace chaque mineur Atit, par le complément algébrique (— 1)»+* A»jfc (n® 15, 
ex. 27) de aik (n« 9, ex. 15). 

m. Sommes et produits de déterminants. 

M. Notation nouvelle pour les déterminants. I. Nous représentons, 
dans ce paragraphe, les déterminants où les indices des colonnes sont 
remplacés par des lettres, au moyen de la série de ces lettres, placées 
entre deux traits verticaux. Ainsi 



\ abc \ =^ 



Au moyen de cette notation, voici comment on peut exprimer les 
propriétés I, III, IV, V, pour le déterminant précédent : 

I ma, l, c, I ou I (ma)bc \ =^m \ abc \ \ (1) 

\dbc\ ^= — \ach \ ^ \ cal \ = ^ \hac\ = \hca\ = — \ cha\ ; (3) 

\aac\=-ù\\ahb\=0', etc. (4) 

I a -H mh, h, c \ on \ {a -*■ mb)ic | == | «^c | . (5) 

II. Considérons la permutation principale abcde d'un certain nombre 



fli 


J. 


Cl 


ai 


b. 


Ci 


Û5 


b. 


Cz 
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de lettres, et une autre permutation quelconque baedc. On passera du 
déterminant R = | àbcde \ au déterminant R' = | baedc | , par un 
nombre d'échanges de colonnes, égal au nombre d'échanges d'éléments 
qui permettent de déduire la permutation baedc de abcde. Selon que ces 
deux permutations sont ou ne sont pas de même classe, ce nombre est 
pair ou impair, et, par suite, R et R' sont ou ne sont pas de même signe. 
Les égalités (3) données ci-dessus sont une application de cette remarque. 
III. Considérons un déterminant 

I (3iJ, ajfl, îr.e, ^Ad, ysC \ , 

où tous les éléments d'une même colonne sont multipliés par un même 
facteur désigné par la lettre grecque correspondant à la lettre ordinaire 
qui caractérise la colonne; de plus, cette lettre grecque a un indice égal 
au rang de cette colonne. Ce déterminant sera 

(3iasei5iy5 I baedc \ = =fc (3iflfi635475 | abcde \ , 

le signe -*- ou le signe — convenant, selon que baedc ou jSas^y est ou 
n'est pas une permutation paire. 

2^. Propriété VI. Si tous les éléments d'une colonne [ou d'une ligne) 
d'un déterminant S07it des polynômes de m termes, ce déterminant est égal 
à la somme de m détei^minants obtenus en remplaçant y dans le déterminant 
primitif j successivement chaque polynôme par chacun de ses termes. 

Il suflSt de démontrer ce théorème dans le cas d'un déterminant de 
neuf éléments. Soient, par exemple : 

ai •= a\ •+- a[' -f- ûj/", a^ =••= a'^ h- a^' -v- a,'", a^ = a'j -+- a'^' + a'^ 
On aura : 



"3 • 



I a' -\- a" -*- a'", ô, c | = | (a' + a" h- a"') bc \ = 

I a'bc I -f- I a"bc \ -+- | a'^bc \ . (6) 

En effet, le premier de ces déterminants est égal à 

les autres sont respectivement, égaux à 

a; A, -4- ai A, -4- a/ A,, 
a;' A, -4- a', A\ -^ ai: A3, 
a[''k, -4- ^"A, -4- ^'A,. 

Corollaire. Si les éléments de plusieurs colonnes (ou lignes) sont des 
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polynômes, on pourra appliqtier plusieurs fois le mode de décomposition 
donne' par le théorème précédent. Ainsi 

; a'-\-a",b'-\'h" \ == | [a' -^ a") (h' -^ h") \ = 
I a\ h' -+- h" I ou I a\l/ -t- h") \ ^- | a'\ l' -4- V \ ou | a*\h' -+- ô") = 
I a'V I -H I a*h" I -4- I a"*' | -+- | a"h" \ . (6'). 

^Remarque. La propriété V est un corollaire des propriétés I, IV, 
VI. On pourrait même aussi déduire la propriété I de VI, en supposant 
successivement k (n" 10), entier, fractionnaire, incommensurable (Voir 
la note du n" 10). 



ExERCiCBS. 53. Décomposer 






54. Décomposer de même 

atOLx -+- ôi/Si -I- Ciyi ûfiaji 4- *i^« + Ciyi 

«!«! -H *»^i + Ciyi tf«a» -h bt^% -h C»y » 

55. On a : 

I fl-Htf'a?-4-tf"a?%ô,c I = I er,ô,c | -f-a? | a',b,c \ 4- a?» | a",b,c \ . 

«3. Résumé mnémonique des propriétés (I), (IV), (V), (VI). Pour retrou- 
ver les égalités (1), (6), (6'), il suffit de mettre entre des traits verticaux, 
les différents termes de celles-ci, m excepté, 

(ma)bc = m.abc, 

(a' -+• a" H- a"')ic =^ a'dc -*- a"lc -»- a'"ôc, 

{a' 4- fl") (J' -+- V') ^ a'I' 4- a'h" + (i"5' 4- a"S", 

où le second membre est formé en effectuant la multiplication indiquée 
dans le premier, sans interversion de facteurs, 

La même règle suffit pour retenir la propriété (5), pourvu que, confor- 
mément à la propriété (4), l'on remplace par zéro tout produit où une 
même lettre se rencontre deux fois. Ainsi 

I [a -H mV)bc | = | «Je | -4- w | Me | = | aJc | -4- = | ûjJc | . 

La règle précédente permet de calculer très rapidement certains déter- 
minants. Par exemple, 

\ a -^ l.h -^ c, c -^ a \ =^'' \ aie \ '\- \ Ica \ = 2 \ abc \\ 
I a — ô, ô — c, c — ûJ I = I fl^c I — I Jctf I =* 0. 

Exercices. 56. Chercher, quand S = ûf-4-ô-HC-i- •••, 
I S-a, S — ô. S — c, ... I . 
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57. Trouver la valeur de | « -+- a, * -H /3, c -+- y | . En particulier, généraliser les 
relations : 



<»2 

«s 









+ y 



Cl «5 
Ci «I 



«2 h 



■ ^yc$ •+• yzai -h ^xb^ ■+■ xy% = 



«3 






ai 
à, 
àz 



bt 


Ci 





Cf 






a^ 


c, -+-tfj 


à. 


•4-0, 


«3 *s 










»l 


Ci 




if*-» 


Ci 


» 


h 


C^i-^Z 




c. 
^"^ a. 






- (^ib%c^ 



Faire a? = y = a?, et supposer gauche le déterminant donné. 
58. Généraliser la relation suivante (Brioschi) : 



a^bi — aib^ b^d — btC^ c^di — Ctd^ 
«3*1 — aib^ b^Ci — btC^ c^di — Cid^ 
a^bi — Uxbi b^c^ — biC^ c^di — Ctd^ 



= — biCi 2 ± dib^c^di • 



%4, Propriété VU. Le produit de deux déterminants de degré n peut 
se mettre sous forme d'un autre déterminant de degré n, dont les éléments 
sont les sommes des produits des éléments- de chaque ligne ou de chaque 
colonne du premier^ far les. éléments correspondants de chaque ligne ou de 
chaque colonne du second (Comparez, n" 25, ex. 68; n" 29, ex. 80). 
Ainsi, soient^ = mn, 



m 



ai 


h 




ai 


a* 




a. pi 




«1 


«t 


ai 


h 




i, 


h 


, « = 


a> ^* 


.= 


(3. 


(3. 



On aura 










p^ 


aiOCi -+- bi^i 


«2X2 -+- J2P2 


= 


aiOLi -♦- Jiat 
tf2ai -♦- btOLt 


fl2pl -^ JlP« 


= 


bidi -H bi^i 


«iaa -H «2p2 

biCLi + 02(32 


= 


aiOii -♦- «2a2 


«,[34 -♦- at^t 



Il suffit de démontrer ce théorème, comme on va le voir, pour deux 
déterminants de neuf éléments 



abc 



cc^ 



Leur produit est le déterminant 

p = I aai -+- 5(3i -+- cyiy aa^ -+- 5^2 -♦- C72, axz ■+■ b^z -+- cyz \ 
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formé d*après la règle précédente. En effet, d'après le n^ 23, pour 
trouver P, il suffit de chercher les termes du produit 

P' =s [ooLi -♦- J|3i -♦- cyO (oai -H JjSî -*- ey%) («as -h J3» -♦- cy») 
sans intervertir Tordre des facteurs, d'égaler à zéro ceux où il y a plus 
d'une fois l'un des facteurs a, h, c; et, enfin, de mettre entre traits verti- 
caux les termes restants, pour les transformer en déterminants. Or, le 
produit P' contient vingt-sept termes, que Ton obtiendra en écrivant 
toutes les permutations, avec répétitions, des lettres aie, et mettant à côté 
de ces lettres les lettres grecques correspondantes, affectées d'un indice 
convenable. Si Ton supprime de ces permutations toutes celles où il 7 a 
répétition, il restera les six permutations sans répétition, des lettres 
a, h, e, auxquelles correspondront les six déterminants partiels : 
«1^475 I aJc I -♦- aiyjps I acJ I 4- yiat^z \ cab \ 
-♦- (3ia«75 I ôûc I -+- pnyia^ \bca\ -^ 7ip2«s \ cba \ . 
Chacun des déterminants \ acb \ , \ cab \ ,.,., est égal à + \abc\0VL—- 
\ abc \ , selon que la permutation correspondante acb ou ay|3, cab ou 
ya[3, ... est paire ou impaire. Donc, 



ou encore 



P=|a*c| la(3yl. 

Autre forme de la même démonstration. Soit A 
(&41 bn biz), G =a {ch Cis Css), Cki = «il Jjfei -♦- Alt Jm 
décomposer C en 27 déterminants 



(«Il a%i (Zss), B <= 
«is Ja3. On pourra 



«ipôjp aî,Ji, 


«3r&lr 


aipbip a^biq 


airbir 


aipb^p Oiqhq 


a^r 



• «IpOifl^Sr 



Jlp blq blr 
bip Ôi, &ir 

bzp bzq bzr 



oùp, j', r doivent recevoir les valeurs 1, 2. 3. Si deux quantités p, q, r 
sont égales, le déterminant correspondant est nul ; si pqr est une per- 
mutation paire de 1, 2, 3, le second membre est égal à B multiplié par 
aip aiq azry terme de A correspondant à cette permutation paire; si pqr 
est une permutation impaire de 1, 2, 3, le second membre est égal à B 
multiplié par — a\p biq Csr, terme de A correspondant à cette permutation 
impaire. Donc, aisément G = B x 1 zt aiia^ a^ = AB. 
BxBRCiCES. 59. En posant, dans la relation p =^mn^ » = |/— 1 et 

<ïi = r -+- 51 , — tf j = ^ -f- tt», at 1= p -H fft, — off = T -H ut, 

ô> î= r — 8i, bt = t — uiy /?! = p — (jt, ^1 = T — viy 



Digitized by VjOOQIC 



48 — 



on trouve ce théorème d'EuLER : Le produit de deux sommes de quatre carrés peut, 
de quatre manières différentes, se mettre sous la forme d'une somme de quatre carrés, 
60. 1* Le produit de deux nombres de la forme 



x^ -^y^-\-z^ — ^coyz = 



peut se mettre sous la même forme (J. Petersen). ^En général, le produit de 
deux circulants est un circulant (Souillart) 
2« Mettre sous forme de produits de deux déterminants les expressions : 

aco. -hcz. 



a? 


y 


z 


z 


X 


y 


y 


% 


X 






fXi -+-^2, 




««-4-ÔC 


ah 


bd 


dy^ 


fx^ -4- gzst^ 


} 


OC 


hc-^de. 


df 


dyz 


9H 




ce 


^ 


de-^P 



axt + ôy^ -H c2Jj 

«5. Applications. I. Aire au triangle (Comp. n" 29, exemple). 1° Con- 
sidérons trois systèmes de coordonnées rectangulaires, le second ayant 
même origine que le premier et faisant avec lui un angle a, le 
troisième parallèle au second, mais ayant une autre origine. Soient, 
dans ces trois systèmes, 

{^^ = 0, y;, =0; Xi=0. ¥, = 0; Xk, Vk), 

(?2, yîî = 0; Xî, Ya; ûJj, y^, 

(Çs' '^z\ Xj, Y^; a?5, ^s), 

les coordonnées de trois points 1,2, 3; eiia, (^«s, dzi les carrés de leurs 

distances mutuelles ; T Taire du triangle 123, en valeur absolue. On aura, 

successivement, pour la valeur de 2T, 



5«>!s== 


l. 
l. 




= 


Xj cosa — 
Xj cosa—" 


X, Yj 




COS a — sin a 




X3 Y, 




sint 


X 


cos a 





Y3 sin a 
X, Yî 



Xs sin a -4- Y, cosa 



X% — Xk 



— Vi 



1 
1 

1 

2° On a encore 
2T = 



Xr.—X, 




VT^ — Vi 



x^ 



y± 

!/5 



1 
















1 













1 

1 






, — 2T = 


1 

1 






«. 

«. 


y. 
y* 





1 


«5 


Vz 




1 





^3 


Vz 
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— 4T» = 



En multipliant ces deux expressions, on trouve 

1 1 1 

1 «.«.-«-y.yt «î-^yî «,*.+y,y. 

Multiplions les trois dernières lignes par — 2, divisons la première 
colonne par — 2; ajoutons la première colonne et la première ligne, 
successivement multipliées par («J-t-yJ), («J+yJ), (a'î + yî), respective- 
ment aux trois dernières colonnes et aux trois dernières lignes. Il viendra 

111 

1 rf,. d„ 
1 d,, d,, 
1 d„ d„ 

d'où la formule connue :T* •^p(p-a){p-b) (p— 6) ; a' = «f, ,, 6* =rfs, , 
e* = <r,„ 2j> = « -*- J -♦- c (N" 10, 19, ex. 48). 

3° En égalant ce déterminant à zéro, on trouve la condition pour que 
les points 1, 2, 3 soient en ligne droite. 

4' On trouve de même, pour deux triangles A«Â«As, A', A^Â', dont les 
sommets ont respectivement pour coordonnées {Wt, yi) {xt, y«) {Xi, ys), 
(*î> yi) (*if y«)» (*î» *ï) ®* **ont les aires sont T, T', 



— 16T» == 



— 16TT'=4 




1 
1 
1 





*1 Pi 

«. y, 

«» y» 



1 













y; 

«; yi 






rf. 






dr, désignant le carré de ÂrA«. 
II. Rapon du cercle circonscrit au triangle, 1** Plaçant Vovigine au 
centre du cercle, on aura 



R «, 


yi 




-R », y, 


1 

°° 8 





rf.. rf. 


R », 


y. 




— R «, y. 


*«.. 


rf. 


R «, 


y. 




-R «» y. 


d,. 


<«„ 



— 4T»R»= 



d*où, a, 6, c, étant les côtés, db 4RT = àbc* 
2» Pour deux triangles inscrits, on trouve (notations de 1, 4«) 

du *,, ^<5 



32TT'R» « 
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h—\ 
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9 
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e-\ 



— 50 — 

^*III. Le produit des équations en > 

I a-^\ h g 

0, ' A S^l / =0, 

est une équation de même forme, en >.*, qui peut s'écrire 

/.« - U* + M).» — N = 0; 
les coefiicientâ L, M, N sont positifs, comme on peut s'en assurer. 
D'après la règle de Descartes, la dernière équation ne donne pas pour à* 
de valeur négative. On en conclut que les premières ne peuvent avoir de 
racine de la forme s^ — 1 ; puis, qu elles ne peuvent avoir de racine 
imaginaire de la forme r -+- * y — 1, comme on le voit en remplaçant 
a, h, e par a — r,b —r,c — r (Sylvester). 

Exercices. 61. Trouver, pour le tétraèdre, les formules analogues à celles qui 
sont données pour le triangle. 

"^62. La relation qui existe entre les distances deux à deux de quatre points 
dans un plan s'obtient en effectuant le produit nul 






On peut trouver de même une relation entre les distances A Â, = V^drt de deux 

groupes de quatre points (Â,, Aj, A3, A4), (Aj, A^, A3, A4) dans le plan; de 

cinq points dans l'espace, ou de deux groupes de cinq points dans l'espace. Si Ton 

remplace Xr, yr dans (1) par (Xri a, yr : ^), et que Ton suppose les quatre points 

^« y» 
sur l'ellipse ayant pour équation -—-h --r = 1, on trouve 

a- ^' 

1 



1 

x\-^y\ 






-2y, 




1 






1 








1 


x\^y\ 


-ar4 


-2y4 


1 





1 


^4 


3f4 


^î-^yî 



1 1 

)„ 

h, 

^41 ^4S 



IS 



1 





1 

'14 
^.4 



= 0, >r. Dr* = drt 



Dr» étant la longueur du diamètre parallèle à ArA*, d,, = (ArA.)' (Bbioschi). 

^'^63 Bn effaçant une ligne et une colonne dans les déterminants qui, égalés à 
zéro, expriment les conditions demandées ex. 62, on trouve la condition pour que 
quatre points soient sur un cercle, ou que cinq peints soient sur une sphère, en 
fonction des distances de ces points (Comp. n» 14, ex. 22). 

■^ *64. La relation qui existe entre les arcs joignant quatre points sur une sphère, 
de rayon égal à l'unité, s'obtient en effectuant le carré nul | cos tf , cos A, cos c, 0|*, 
cos ai, cos bi, cos c;, (j = 1, 2, 3, 4) désignant les coordonnées des quatre points. 
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^^^65. L'aire T d'un triangle ayant pour côtés a, b^ c, inscrit à une ellipse dont 
les axes sont 2A et2B, est donnée par la formule 

4T, a'b't/ = AB abc, 

où 2a' f 2b\ 2c' sont les diamètres parallèles ku,b,c (Joachimsthal). Pour obtenir 
ce résultat, on fait le produit des déternainants 

ab' 



£ y il ^_ 

A' B'M' AB- 



.X y 
Â' B 



^^, ?:,-l 



On peut trouver une relation analogue donnant le produit de Taire de deux 
triangles différents inscrits à l'ellipse; ou la valeur de T pour un triangle circon- 
scrit à l'ellipse, ou conjugué à PelJipse (J, Neuberg). 

L'aire d'un triangle inscrit à la parabole ou à l'hyperbole équilatère peut s'obte- 
nir aisément par le théorème de Cauchy (n» 19, Exemple II, 1«). 

66. Démontrer les théorèmes n» 16, ex. 16 de Vlntroduction et n» 23, ex. 58, par 
multiplication de deux déterminants. 

67. I. Le déterminant p= | A, B, C, ... | ayant pour éléments les mineuïs du 
déterminant R = |a, d, c, ...|, de n* éléments, s'appelle le déterminant adjoint de 
R (n* 20, ex. 52). On a Rp = R", p = R"-* ; p s'annule si R = 0, 

*II. Les mineurs de p jouissent de propriétés analogues (comp. n« 29, ex. 79) 
(Cauchy). En particulier, généraliser la relation suivante : 









A 


. B, 


C, 


Di 




a^ b 


Ci 


d, 


A, 
A4 


I>4 


ou 


1 






1 






X 


«î *2 Cî 
«s *S C3 


d, 
d. 








A, B, 


C4 


I>. 




04 b 


l ^4 


d, 








1 b, 


Ci 















R*X 


b^ 
b^ 


c% 






ou 


b% Ci 
h C5 


• 












Ô4 


Cl 


1 











La relation analogue, pour un déterminant de «'^n™e ordre, peut servir à le cal- 
culer au moyen de 4 mineurs de degré (n — 1) et d'un mineur de mineur de degré 
(n — 2) (Studnicka). En posant Ai = [tfi], Di=:[di], etc., ôjCj — Ô3C, = [aiû^i], 
on peut écrire le théorème précédent : 

[a.] [d,] -ï^-t^^^J- 

Ce théorème est très utile, dans la théorie des moindres carrés, pour transfor- 
mer l'expression du carré de l'erreur moyenne de chaque inconnue (J.W. L. 
Glaisher)., Si, en particulier, D4 = et dt r=ûP, di = y, û^a = ^, ^4 = X, Ô4 = Y, 
C4 = Z, il permet de voir que R' est lin produit de la forme (mx-^njf-\'pz) 
(MX -*- NY + PZ) (Çomp» Ex. 49, 50) (LiNDELÔF)»: . 

^^III. Le produit de deux déterminants adjoints est le déterminant adjoint du 
produit des deux déterminants prinaitifs (Comp. n» 27, ex. 74). 
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68 Généraliser la relation suivante : 








«1 *i 




at bi 





\ab\\^^\ = 


at bi 

* ¥■ Ut fit 


= 


a, A, 
— 1 «1 




/Si 




¥■ V ai ^, 




—1 a. 


/S. 




«t àt fli«i -+- *i«i 


«t^i-^*i^i 








«t ^1 «i^t -f- *«*« 


(h^i -*- *«^« 








-10, 











0-1, 












et en déduire la règle de la multiplication des déterminants (P. Goedan) (Comp. 
n» 17, ex. 33; coroll.). **La première forme du produit peut se mettre sous forme 
de déterminant cyclosymétrique (Ex. 44) (Mum). 

96. Corollaires. I. Le produit d*an nombre quelconque de détermi- 
nants est un déterminant dont le degré ne surpasse pas le plus élevé n des 
degrés des déterminants donnés, et dont les éléments sont des fonctions 
rationnelles et entières des éléments donnés. En effet, on peut mettre 
tous ces déterminants sous forme de déterminants du n'*"* degré (n® 17, 
III), et alors multiplier le premier par le second, le produit par le troi- 
sième, et ainsi de suite. On trouve de cette manière 

I (^ic\\pq I = I a, 2|pi H- cçi, Ipt -^ cy« | . 

II. Le carré d'un déterminant est un déterminant symétrique. Ainsi le 
carré de | abc \ est égal à 

Ci Ci ai a% -+- hi Sj 
1% h\ 



a\^l\ + c\ 


Qi as -+- Si ii -+- 


tti a« -^ biii -^ Ci c% 


a* -+- SJ -+- c] 


ai ffs -♦- J« J- -♦- Ci Cs 


fli «s -*■ Ss Jj -♦- 



ai az ' 
a% as 



Ci Ci 
CjCs 



CfCi, 



«•s ^ "s ^ ^s 

Pour démontrer cette propriété d*une manière générale, il suffit de 
calculer la valeur de deux éléments Cik » Cki dans le déterminant 

2 dr Cii Cu ... C»n = (2 db du On ... a»»)'. 

III. Le carré d'ud déterminant peut être mis sous /07*me de déterminant 
symétrique gauche (H. Webbr). Pour le voir, il suffit d'effectuer le 
produit 

I a,h,c,dye,f... \ x | J,— fl, i,— c,/, — ^, ... | . 

'^''^ Autrement. On met sous forme de déterminant cyclosymétrique à 
diagonale nulle le produit d'un déterminant par ce déterminant où Ton 
a changé les lignes en colonnes et les colonnes en lignes et changé le signe 
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de tous les éléments (Voir Ex. 44 et 68); puis Ton change le signe des 
éléments de la seconde moitié des lignes du déterminant cjclosymétrique 
(Muir). 



Exercices. 69 Si s^ = o" -h à* f- ••• -♦- /", 



l 



l 



a 
h 

l 



*» 















% + t 






le nombre N des quantités «i, ôi, ... étant n -4- 1. 

70. 1» Si (at,bt,Ct), (aa/i,Ct), (as^^sjCs) sont les cosinus des angles que trois 
droites issues d'un même point forment avec trois axes rectangulaires et si ', /<, v 
sont les angles que ces droites font entre elles, on a 

I aèc I* = l — cos'X — cosV — cos'v -t- 2 cos / cos /* cos v. 

2o Chercher le produit \ abc \ \ a' b' c' \ de deux déterminants analogues. 

71. Toute puissance entière positive d'un déterminant symétrique est un déter- 
minant symétrique. 

«1. Généralisation de la propriété VII» I. Un déterminant à trois 
lignes, tel que 

I aoLi -¥- ^(3| , axt H- Jjjj , aoL^ -+- ^ps | , 
est nul comme étant égal à | a, S, | j a, (3, | (Comp. Ex. 62 et 64). 
II. Le déterminant à trois lignes \ m, n,p,q \ , où 

p=:a^^ -f- i|65 -+- c/s -H ddzf g = aa^ ■+- hPi -f- cy* -^ d^A, 

est égal à la somme des produits des déterminants partiels correspon- 
dants aux combinaisons sans répétition, trois à trois, des quatre let- 
tres (a, ft, C, d) (a, p. 7, (î) (Comp. ex. 54). 

On représente souvent les déterminants analogues aux précédents 
comme il suit : 



ai h 




«1 |3i 




«1 h{ Ci di 




«1 |3i 71 Si 


a% h 


X 


Oit P« 


> 


Ai ht Ct dt 


X 


a« Pi y% Si 


as h 




a, P, 




ttz hz Cs ds 




as ps ys <îs 



Les tableaux placés entre doubles barres s'appellent déterminants incom- 
plets} pris à part ils n'ont aucune signification. On écrit quelquefois, 
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comme on Ta va au n^ 20 , 



I Ci h €i dt f 

ot h et it \ =laicdl (lignes 123) =0, 



_t«i ^il* 1*1 ci 



:«î *s 



tfs ^9 ^t ifs li 

pour indiquer que chacun des déterminants formés par trois colonnes du 
tableau rectangulaire est nul. 
BxsRCiCBS. 72. Identité db Lagrangb. GénéraliBer la relation 

I <î^l<»« -♦- ^i^s -H «i^i flP| -4- Ô| -♦- Cj 

Bi l'on fait, dan» cette égalité, at = w, ôi = «, Ci = ;?,«, = fnx-*-m'y bt = fiâ?+n% 
Ct = j[7J?'f- y, elle donne immédiatement le moyen de déterminer la valeur de 
û? qui rend S =: âf| -f- ô| -4-c| minima. Si tf, =«w?-*- «l'y i-i»", A, =*«?-♦-«>-♦- n", 
c§ = pa>-^-p'y-¥-p", on trouve le minimum de S, en faisant tfi = (np' — n», 
^1 = {;7m' --p^m), Ci = (m»' — w'«) (Hermite). 

*73. Généraliser Texercioe 69 du n« précédent, pour N > n -4- 1. 

'^'^74. 1" Hi («uûfjs^sj) X (<^ii*iîÔ33) =(Ci,c»,C33), les relations entre les 
mineurs A, B, C sont identiques à celles qui existent entre les éléments^ les gran- 
des lettres remplaçant les petites. Ce théorème est vrai pour deux déterminants 
quelconque» (Cauchy) (Comp. n» 25, ex. 67, III). 

2» Loi des compléments algébriques. On tire de 67, II, le théorème plus général : 
HMl existe une relation identique entre certains mineurs d'un ou plusieurs 
déterminants, ou entre ces déterminants et leurs mineurs, on pourra remplacer 
chaque mineur par son complément algébrique (n» 15, ex. 27) multiplié par une 
puissance convenable du déterminant correspondant (Caylky). Exemple : De 

(âPi dt ei) = ei (tf 1 rfi) — et (ai d^) -h et (a» ds) 
on déduit . * 

(*jC i) (a i^iCsrf^tf b) = (a^ b^c^d^) {b^c^e^) - (aib^c^d^ ) (b^c^è^) -t- (tf s^sMs) (*3C4«i )• 
La démonstration du théorème g<^néral se déduit de ces remarques : a) La 
relation donnée e^ii^iQ identiquement si l'on remplace les déterminants donnés par \ 
leurs adjoints, b) Chaque mineur d'un déterminant adjoint peut être remplacé par . 
le produit de ce déterminant par un mineur du déterminant primitif (Ex. 67, II). 
3« Tout déterminant étant un mineur d'un déterminant d'ordre plus élevé, on 
peut, de toute identité A entre déterminants et leurs mineurs, en déduire une C ' 
entre les mineurs de déterminants A plus élevés; car, de l'identité B, déduite de A, 
par la loi des compléments algébriques, on peut déduire C, par la même loi, en 
regardant les déterminants et les mineurs qui entreift dans B, comme mineurs des 
déterminants A (Muir). 
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CHAPITRE III. 
APPLICATIONS. 

I. Bésolution des équations linéaires. 

9S. Conditions néceuaires et si^antes pour que des expressions du 
premier degré aient entre elles des relations linéaires. Soient Fj = a\x + 
hip -♦- dz-^dit— ei (t=l, 2, 3, 4, 5), les expressions considérées. I. Con- 
ditions nécessaires, 1" Soit F4 = wFi -t- n¥t -^ pFi -+- j'F4, c'est-à-dire, 

as = mai -+- na% h- pa-. h- qaA, b^ = wJi -+- wij -*- j?&, -♦- jj*, etc. (c) 
Dans cette hypothèse, | abcde \ = 0, car la cinquième ligne de ce 

déterminant est égale à la somme des quatre premières, multipliées 

respectivement par w, n, p, q, 

2" Soit F4 = wFi -\- wFî -♦- ^Fs. On trouve de même, 

I aUd I = 0, I aicij I = 0, I ahde | =- 0, ! acde | = 0, | Sce?« | = 0, 

relations qui peuvent s'écrire = || ahcde || (lignes 1234), d'après la 
convention du n" 20. 

30 Si Fs -= m¥i -+- »Fî, on a == || ahcde \\ (lignes 123). 

Ar Enfin si Fj = wF,, = || ahcde \\ (lignes 12). 

II. 1" Soient | ahcde \ --= 0, [aibiCzd^) différent de zéro. On a 

\ahcd¥\ = \abcda\x -t- \ahcdh\y -♦- \ahcdc\z -^ \ahcdd\t — \ahcde\ v= 0, 
puis, en ordonnant par rapport aux éléments de la dernière colonne, 

(aJ>7iGkd^)¥K — (fliftsC^rfslF, -+- {axbtcJsW^i — [aKh%c-M)¥A 
H- («i^sCse^OFa = I ahcdF \ = 0, 

équation qui-, divisée par (fliJjCsi*), quantité non nulle, donne pour F5, 
une valeur de la forme îwFi -\- wFî -\- p¥z -\- q¥A\ il résulte de là 
(I, V) que = I ahcde \ . D'ailleurs, les expressions Fi, F«, F», F* 
n'ont entre elles aucune relation linéaire, car si elles en avaient 
une, on aurait {a\htCi)di, = 0. 

2" Soient | ahcd I = 0, | ahce \ = 0, (ûift^Cs) différent de zéro. La consi- 
dération de l'expression | ahc¥ |, qui est nulle, en vertu des hypothèses, 
donne F* = m¥i -♦- n¥.t -h pFzy Fi, F«, Fs n'étant liées par aucune rela- 
tion linéaire. On a, d'ailleurs, = || ahcie [| (lignes 1234) (I, 2"). 
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3«* Si I aJc I =0, I aM i =0, | aie \ =0, {a\bt) non nul, on a 
F, « wFi -♦- nF„ = Il ahcde || (lignes 123). 

4'» Enfin. | ûi | « 0. | ac | ^ 0, j ai j == 0, | ad | = 0, a, non nul, 
entraînent Fj = wFi, = || flJcéfo || (lignes 12). 

On peut démontrer ces propositions réciproques d'une manière un peu 
différente, en s'appuyant sur les théorèmes du n" 20, comme il est aisé 
de le voir. Ainsi, d'après ce n* 20, les hypothèses de II, 1» sont équiva- 
lentes aux équations (c), lesquelles donnent immédiatement F» = wFi -*- 
nF, 4- joFs -4- j'F*. 

99. Résolution des équations linéaires. Cas général : Le déterminant 
des coefficients des inconnues n'est pas nul. I. Résolution, Il suffira de 
considérer quatre équations 

Fi = 0, ou aiX -*- hiy -^ C\Z -\- d\i =^e\, (li) 

Fî = 0, » a^x -+- l<iy -♦- CtZ -+- dtt ^ ^», (1«) 

Fs = 0, » «sa? H- isy -t- Cs^: -+- dr^t = «s, (Is) 

F4 == 0, » «4^? -+- J*^ -*- c^z -t- ^4^ = ^4, (I4) 

Soient R«= | ahcd \ , Ai, 61,..., D4 ses mineurs. Supposons R différent 
de zéro et, par suite (n" 28), F|, Fj, Fs, F* non liés par une relation 
linéaire. Multiplions les équations (1) respectivement par Ai, As, As, A4, 
et ajoutons les résultats; puis par Bi, Bj, B3, B4, et ajoutons encore les 
résultats; et ainsi de suite. Nous trouverons, d*après les deux propriétés 
des mineurs, en divisant par R, 



(20 

(2,) 
(23) 
(2*) 



Nous appelons Ri, R», Rs, R4 les déterminants obtenus en remplaçant 
les éléments de la 1", de la 2«, de la 3« ou de la 4* colonne de R, par lès 
seconds membres des équations données. Il résulte de ce qui précède que 
tout système de valeurs de x,y, z, t vérifiant les équations (1), vérifie 
aussi les équations (2). 



«iA| -+- «lAî -»- «sAs + e*A.t 1 ebed | 


R. 


«lAi-*- «sAjH- «jAs-t-fliA* \ (d>cd \ 


R 


«iBi -+- «îB* -»- «îBj -t-CtB* 1 aecd \ 


R. 


~" btBi -+- biBî -*■ J3B5 ■^btB^ ~~ 1 abcd | 


R 


«iCr ■+■ «jCj -+- «sCs -•- etCt 1 abed | 


R» 


^ cCi -t- CîCi -H CjCj -+- C4C4 1 aicd | 


R 


«iDi -+- «jDj -»- «sDj -f- ««D* 1 ûice | 


Ri 


~ d,D, -t- rfjDi -»- rfsDs -t- rf«D« ^ 1 abcd | 


R 
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Comme Gauss Ta remarqué {Disquisiiiones, n? 37, 4», note), il faut, 
pour achever la résolution du système (1), prouver que, réciproquement, 
les valeurs de x, y, z, t, qui vérifient les équations (2), vérifient aussi les 
équations (l). Pour cela, substituons les valeurs (2) dans les équa- 
tions (1), et, pour abréger, seulement dans (1^), par exemple. Le premier 
membre de celle-ci deviendra, par la substitution, 

(a^Ri -h hKt -♦- C4RS -♦- dA^) : R. 
Le numérateur de cette fraction est égal à 

«^(tfiAi H- e«At -♦- ^sAj -¥ ^4 A4) -♦- 64(^161 -*- ^jBi -♦- ^sBs -♦- ^484) 
H- Ck{ei(ji -+- ««Cj -*- «sj -♦- 0^404) H- dk(e%l>i -+- e%T>t -♦- e^ù^ -+- ei\)%) 
En ordonnant par rapport à «, , 0,, 0,, e^j il devient : 

^i(a4Ai -♦- 6481 -4- (;4C4 -♦- d^l^i) •¥- ^t(fl4At -♦- h^^^ -♦- cSj^ 4- ^4^1) 
H- «5 («4 A» -I- J4BS -♦- <;4C5 -4- 44^5) 4- «4(^4 A4 -*- ^4B4 -♦- C4C4 -♦- ^41)4), 

ou, d*après les deux propriétés des mineurs, ^^R. Le premier membre 
de (1^), après substitution des valeurs (2)^ est dono égal à ^^R : R, 
o*est-à-dire, au second membre. Donc, etc. 

IL Conditions pour qu'une cinquième équation^ Fs = 0, soit vérifiée 
par les valeurs (2). Pour que (I5) a^x -¥- h^y -4- az -4- d^y — e« = 0, soit 
compatible avec (1,) (1,) (l,) (1^), il faut et il suffit que Ton ait succes- 
sivement, diaprés ce qui précède, 

Ri , R« Rs , R4 -. 

*'r"^ 'r'^'^'r""*' Rr""^'"^ ' 

as I ébcd I + As I aecd | -4- Cs | ahed \ -^ d^\ àbee | — ^5 | abcd \ = 0, 
— as I hede | -1- S5 | acde | — c» | abde [ -^ ds \ abce \ —e$ \ abcd | =^ 0, 

I abcde \ » 0. 

On déduit de là F^ = wF, -♦- «F, -^-pF^, 4- jF^ (28, II, !•). 

La relation | abcde | = est le résultat de Télimination de x,jf,z, t 
entre (I J (1,) (I3) (1^) (I5) ou la résultante de ces équations; | abcde \ en 
est appelé V éliminant. L'éliminant d'un système d'équations linéaires est 
donc l'expression gui, égalée à zéro, donne la condition nécessaire et suffi- 
sante pour qu'elles soient compatibles. 

III. Cas des équations homogènes. Si les équations données sont homo- 
gènes, c'est-à-dire si e^ = e^=' e^=^^e^=»0, on trouve x=y=^z = i=0, 
çompflÇ spuLE solution, d^ns \e cas actuel ^^ où ( abcd [ est différent d(i 
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zéro. Réciproquement, siaf^=By^==z = 1=^0 est une solution, | abed \ 
étant différent de zéro, on a, d*après les équations (l), e^ == e^'=^e^==^ 
^i = 0, et il n'y a pas, par conséquent, d'autre solution. 

lY. Autre forme donnée aux résultats précédents, Vosona 

pa? -4- Ç = 0, py + y) = 0, p2; -4- Ç = 0, p/ -♦- T « 0, 

p étant une quantité non nulle quelconque, par laquelle on multiplie les 
équations (1). Celles-ci prendront la forme homogène 

ail -*- Si'î -♦- Cit, H- diT -♦- tfip = 0, 
Oil -¥- Jj/i H- CtÇ -4- d%T H- ^îp = 0, 
tfxS -4- Js/) -♦- CsÇ -♦- dzT H- «8p = 0, 

«4$ -*- ^4Vî -♦- CiÇ -4- rfiT -*- ^4p = 0. 



On aura 



— yî 



abcd 



I aede \ | ai^tf | | abce . 
Donc, Ç, — 7), Ç, — , r, p sont proportionnelles aux déterminants obtenus 
en supprimant la !'•, la 2; la 3«, la 4« ou la 5« colonne du tableau 

bi 



ai 

ai 
aé 



bt 

»5 



Ci 
Ct 
Ci 
Cé 



tti 
d, 
d, 
d. 



et 
et 
es 
eA 



II abcde \\ (lignes 1234) 



des coefficients de ces équations homogènes. 



Pour que aA •*- bjn -♦- c^Ç 



d,r 



e^p = soit compatible avec les 



autres équations homogènes, i abcd \ n'étant pas nul, el p quelconque, il 
faut et il suffit que | abcde \ = 0. Cette relation est encore la résultante 
des cinq équations et | a^c^« j en est IV/mina»/. 

V. Exemple. Soient (a?i, yO (^î, y«) {^s» y»)' l^s coordonnées des 
sommets d*un triangle dont les côtés ont pour équations 

UiX -^ biy -♦- Cl =s 0, atx -t- bty -♦- c« = 0, a^x -♦- J»y -+- Cs =*= 0. 

Posons r = (fliJîC5) et appelons Ai, B4, ,.,05, les mineurs de r. On 
aura 



Xi 



—Ci 


bt 




—Ci 


h 


A, 


a* 


h 


c, 


ai 


hz 





y* 





As 


—Ct 




as 


— Cs 




at 


bt 




ai 


bz 



5i 



A, 



Cs' ^ ' 



B, 



Bs 
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Le double de l'aire du triangle est, en valeur absolue (n° 25, et 
ex. 67, 1), 



Al 


B, 


1 












c, 


C, 




A, 


B, 


Cl 




A« 


B, 




1 








>« 






1 




Kt 


R- 


Cl 




C, 


C, 




CiCtCs 


J^m 


Dt 


CiCîCj 


A, 


B, 


1 




As 


Bs 


Cs 




C, 


C, 













Les sommets ont pour équations tangeniielîes 
Ai« -+- Bit? -H Ci = 0, Aiw -+- BjD -♦- Cj = 0, Astt -♦- B^v -*- Cs « 0. 

Exercices. '75. !<> Généraliser les exercices 14 et 15 de Tlntroduction. 2o Résou- 
dre les équations x sin ai -¥■ y sin %ai •«- z sin 3ai = sin 4<it (» = 1, 2, 3). 

76. Trouver le volume d'un tétraèdre, les équations des quatre faces étant 
données. 

"^^Tl. Trouver les formules de transformation des coordonnées trilinéaires, 
ponctuelles ou tangentielles , en coordonnées cartésiennes, les équations du 
triangle de référence étant données. 

**78. Pour résoudre approûpimaiivement des équations linéaires où le nombre 
des inconnues est moindre que celui des équations, par exemple, les 5 équations 
à 3 inconnues 

a^œ. -i- bpp H- Cj^ = dp, (l^ — 1 > 2,. 3, 4, 5) 

les coefficients ap^bp^Cp, dp n'étant eux-mêmes connus qu'approximativement, on 
est convenu d'opérer comme il suit (Méthode des moindres carrés), : on multiplie 
d*abord ces équations respectivement par ai,ai,ai, a^^a^ et on les nyoute; puis, 
par ^1, b%y as, èi, bs et on les ajoute; enfin, par Ci, Ca, Cs, 64, C5 et on les ajoute. Alors 
on résout les trois équations obtenues, savoir : 

ârSa* -4- y^pbp + i^pCp = Sffpcfp , etc. 
Démontrer : 1» Au moyen du n» 27, II, le théorème de Y an Gbbr : 



(axbtCj) [dtbtCz) 4- (aib^Ci) {dib^d) - 



' (asb^Cs) (djà^Cs) 



y = etc, % = etc. ; 



2o On trouve les mêmes valeurs, pour x, y, 2, en appliquant la méthode des moin- 
dres carrés aux dix équations en x seul, aux dix équations en y seul, aux dix 
équations en z seul, obtenues en éliminant, par la théorie des déterminants^ de^ 
équations données prises trois à trois, d^abord y et 2, puis x et %, enfin â? et j^ 
(Catalan et J. W. L, Glaishee). 

79. Généraliser et résoudre le système, adjoint du système (1), n« 29 : 

A|X-hB|Y-+-C,Z-*-D4U = G,, 



A^X -4- B^Y -+- C^Z -♦- D^U = G* . 
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On trouve la valeur des inconnues directement par les formules générales, 
ou en ajoutant ces équations multipliées par des facteurs convenables. La 
comparaison des résultats obtenus conduit à un théorème trouvé précédemment 
(n«25, ex. 67, II). 

*80. Démontrer la règle de la multiplication des déterminants, par la considéra- 
tion des deux systèmes d'équations 

On résout le système en y, puis celui en â?; on élimine les y, on résout le 
système résultant, et Ton compare les valeurs trouvées pour les Xy dans ces deux 
cas en s'aidant des résultats de l'exercice précédent (Cauchy). 

81. Soient a?= , y— — ~ — , «=r — 2—, ~"-î. On aura suc- 

tf, -4-y' ' «î-*-» «5-4-1* «4 

ceeeivement, en posant â? = X, a?y — Y, (c^z = Z, xjftu ~ U, 

ff|a?-*-a?y = A, tfîy-*-y» = *i, aiZ'^zu = b^, a^u^b^y 

a,X-t-Y = *, — *,X-t-fl,Y-*-Z = 0, - *,Y -+- « jZ -I- U = 0, - d5Z-*-fl4U = 0. 

On tire aisément de là, la valeur de X = â? (Comp. n» 10, ex. 17; n* 17, ex. 31). 

^82. Les équations (2) du n» 29 peuvent s'écrire : 

A jF, -♦- A,t\ -+- A3F5 -♦- A4F4 =r 0, B,F, -♦- BjF, -♦- B5F3 -h B4F4 = 0, etc. 
En déduire les équations (1) par le n* 25, ex. 67, l et n» 29, III. 

83. Si l'on a identiquement m + «1 = p et 

oUî* -^ at«*~' -h atO?*^ -f- ... = OoJ?" -4- ^li»""* -♦- — ) X (vofl^ -4- Via?*^* -H •••) 
ou ]}eut déterminer les 7, au moyen des a et des ^, par des équations linéaires. 
Résoudre ces équations. 

*S0. 1. !•' CAS PARTICULIER. Zes déterminants des eoefflcients des 
inconnues \ abcd | =0, mais Vun au moins de ses mineurs^ D4=»(a4b«C3), 
n'est pas nul. Écrivons (l*) (1«) (U) sous la forme 

a^X'¥ b^y -*- c^z=^et —d^t, {l\) 

a^x -y- \y -*- 0^% = «, — rf,^ (1*,) 

On en tire, par le procédé du n« précédent, 

' t-di,ho\ \eU\ I rffe I j 

"l***"' (3) 

9 I /rA/. i I /yA/. I ' I />Ai> I \ ahc \ ^ 
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Ces valeurs, d'après 29, I, vérifient (lî)(l',)(li), quel que soit i. 
D'après 29, II, pour qu'elles vérifient (1^) : a^x -¥- b^y -♦- c^z 4- ij — 
e^ as 0, il faut et il sufSt que 

I a, i, c, « — rf^ I = 0, 

e est-à-dire, successivement, 

\abce\ — \ àbcd M «- 0, R^ -- R^ :;= 0. 

Puisque R = 0, par hypothèse, (1^) n'est vérifié par aucune valeur 
finie de ^, si R^ est différent de zéro. Au contraire, si R^ = 0, (1 ), 
comme les autres équations (1), est vérifiée quel que soit L D'ailleurs, 
d'après le procédé de résolution, qui est celui du n^ 29, U nCy a pas 
d'autres solutions que celles qui sont données far les formules (3). 

Si R = I ahcd I « 0, R4 = I àbce \ = 0, («iJ^Cs) n'étant pas nul, on 
sait (n» 28, II) que F4 == m¥i -1- n¥t -*- jjFs. L'équation F* = est donc 
une suite des équations Fi=0, F4 = 0, F3 = 0. On a, en outre, 
R, == I ehcd 1=0, R« = I aecd | = 0, R3 = | dbce | = et , par 
suite, == Il ahcde || (lignes 1234). Donc, les formules (2) du n" 29 don- 
dent X, y, Zy t sous forme indéterminée. Néanmoins, / seul a^ dans tous 
les cas, une valeur arbitraire, car les valeurs (3) de a?, y, z peuvent être 
déterminées, ou ne pas dépendre de t^ si j dhc \ , | a4c \ ou | abd \ sont 
nuls. Ce fait singulier s^explique sans peine, si l'on remarque que, dans 
le cas actuel, le procédé de résolution du n** 29 n'est plus applicable qu*à 
l'inconnue t, parce que les multiplicateurs A, B ou C des équations (1) 
peuvent être nuls, quand j abcd | = 0, | àbce \ =» 0. 

L'expression symbolique || àbcde || (lignes 1234) qui, égalée à zéro, 
donne les conditions pour que (h) (Ij) (I5) (I4) soient compatibles, quand 
(aibiCs) n'est pas nuly ou t quelconque^ peut être appelée Yéliminant de 
ces équations. 

Cas des équations homogènes. Si ^,=^,=3^5 = ^^ = 0, l'on a toujours 
R^= \ abce \ =0; les équations homogènes linéaires, dans le cas 
où I abcd I == 0, (aibtCs) n'étant pas nul, sont donc toujours compatibles. 
On trouve, d'ailleurs, 



\dbc\ ^ A* ^ B* ^ 



abc\' Di" ' D4" ■'^Di' 



ou 

a? : y : ip : / = A4 : 84 : C4 : D4 ; 

t est arbitraire; *, y, z dépendent de /, sauf si A^, B^ ou C^ =2 0, auquel 
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casa?, y ou zest nul. D'après le n^' 20, on. peut écrire les relations 
précédentes : 



• etc., 



ÂiAi -+- AjAj •+■ AsAs -H AiA* AiBi -+- ^jBj -♦- AsBs -i- Jt4B4 
ki, Aty As, ^4 étant des constantes quelconques (Hesse). 

II. 2" CAS PARTICULIER. Zcf premiers mineurs du déterminant des 
coefficients des inconnues sont nuls, mais Vun des seconds, (ai b*), est diffé- 
rent de zéro. Des équations (li) (I2) : 

a%x '\'h%y = ei—CiZ — dit^ atx -♦- S^ == ^^ — ciz — dtt^ 
on tire 

\ah\ \al\ \aJ>\' ^' \ ah \ \ àb \ \ah\'^^ 

valeurs qui yérifient (1.) (It), quels que soient z, t (29, I). Pour qu'elles 
vérifient (ls)i il faut et il sufiit que 

I a, S, e-^cz—dt \ = \ abe \ -^ \ abc \ z '- \ abd | ^ = 0, 

ou, puisque | aJc | = 0, | abd | == 0, il faut et il suffit que | abe \ = 
(fliJsCs) = ; des relations | abc\ === 0' , | abd | = , | aJd | «= , 
(aibi) n*étant pas nul, on déduit d'ailleurs (28, II), F5 = mFi -+- nF^y 
=a II abcde \\ (lignes 123) et H abcde \\ (lignes 123) peut être appelé Véli- 
minant de (Ii) (I2) (I3), dans le cas où z, t sont quelconques. Pour 
vérifier si F3 =? est une conséquence de Fi = 0, Fj = 0, on remarquera 
qu'il ne faut pas examiner si toî^ les déterminants contenus dans || abcde \\ 
(lignes 123) sont nuls, mais seulement trois. On peut faire une remarque 
analogue dans les cas suivants (Comparez 20, IV). 

De même, pour que les valeurs (4) vérifient (1^), il faut et il suffit 
que {a^b^c^)=^0, ce qui entraîne F^='pF^ -¥- qF^, 0^})^ abcde \\ 
(lignes 124). 

Cas des équations homogènes. Si ^ , = e, = «5 =^ ^^ «= 0, les équa- 
tions (l) sont toujours compatibles, et l'on a, pour déterminer Xy y, les 
relations suivantes où z^ t sont indéterminés : 

a{a^b^)'^ z(c^b^) -t- t{d^b^) = 0, j/{a,b^) + z(a^c^) -^ t(a\d^) = 0. 

III. 3« CAS PARTICULIER. Les ssconds mineurs du déterminant des 
coefficients des inconnues sont tous nuls , mais l'un des troisièmes, s.^ n'est 
pas nul. Les équations seront compatibles seulement si {a^e^) -^ 0, 
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{a^e^) = 0, (fl/4) = 0. Toutes les solutions sont données par la formule 

ât bi Cl di ^ 

a?== y z t^ 

Ui Ui ai ai 

"où y, z^ t sont arbitraires. Les conditions de compatibilité sont toujours 
vérifiées si les équations sont homogènes . 

IV. Conclusions sur les équations homogènes. Si le déterminant des 
coefficients des inconnues d'un système de n équations linéaires homogènes 
est nul, ainsi que tous ses mineurs jusqu^à ceux d'ordre h exclusivement, 
ce système est vérifié par des valeurs de ces inconnues dont h sont 
arbitraires. 

Y. Remarque. Un procédé de résolution analogue à celui qui est 
exposé n*" 29 et 30, peut être employé en analyse indéterminée du pre- 
mier degré. 

Exercices. 84. 1<» Si an déterminant est nul, ainsi que tous ses mineurs jusqu'à 
ceux d'ordre h exclusivement, il existe une même relation linéaire homogène entre 
les éléments de chaque ligne ou colonne, et h des coefficients des éléments sont 
arbitraires (Théorème équivalent à 30, IV, ou généralisation de 20, V). 2^ En 
général, établir les théorèmes du n^ 20, en s^appuyant sur la théorie des équations 
linéaires. 

85. Ënoncer la conclusion générale analogue à 90, lY pour les équations 
linéaires non homogènes . 

86. Dans le cas considéré, n« 30, IV, on peut donner à (A — 1) inconnues quel- 
conques une valeur nulle ; réciproquement, chaque fois que cette circonstance se 
présente, on se trouve dans le cas du n^ 30, IV (Darboux). 

87. Un système de m équations homogènes linéaires entre n inconnues, n > «», 
peut toi^oui s, par l'introduction de h = n — m équations auxiliaires, se ramener 
à un système qui se trouve dans le cas considéré, n» 30, IV. 

IL Élimination. Cas où les équations sont linéaires. 

81 . Résultante et éliminant de n équations lifiéàires. On peut exposer, 
comme il suit, sous forme générale, les résultats relatifs à l'élimination 
contenus dans le § précédent. I. Considérons les n équations suivantes, 
où w =» « — 1, 

Fi =» 0, ou auXi + aiiXi -¥- ... -+- flimT« =âJ|n, (11) 

Fn = 0, ou aniXi -+- aniOSi -4- ... -♦- anmXm, = ^«1,. (1«) 

Soient R =3 [an att ... ann) et Au, A^s, ..., A»» =» [a^ a%t ... a»») les 
mineurs de R. Supposons Knn différent de zéro, de manière que les 
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Wî = (n — 1) premières équations (1) aient un seul système de solutions. 
Multiplions (1|) par Ai„, {U) par Af,, ..., (1») par A„», et ajoutons. Il 
Tiendra, d'après les propriétés des mineurs, 

A.^Pi -4- A«,P« + .. • -4- A^* = R = 0. (2) 

Si (1») est compatible avec les autres équations (1), on a donc R = 0. 
Rédproqtcementj des équations (li), (Ij), ..., (U) et (2), on déduit 
A,«Fn = 0, ou, puisque A«n est différent de zéro, Fn = 0. Donc, R = 0, 
Ann différent de zéro, sont les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que (1,) soit compatible avec les autres équations (1), celles-ci ayant un 
seul système de solutions. 

Le déterminant R est dit Véliminant et R=aO^ la résultante du 
système, ou du système équivalent 

aayi -4- ai^yi -4- •• • -«- a^yn = 0, (3i) 



flniyi -4- an%y<i -^ ••• -+- annyn = 0. (3,) 

obtenu en multipliant le précédent par y«, quantité non nulle quelconque 
et posant yi + çoiyn = 0. Donc la résultante de n équationê linéaires est 
le déterminant égalé à zéro, des coefficients des inconnues et des termes tout 
connus, ou des coefficients des inconnues seuls, si les équations sont homo- 
gènes. 

D'après les propriétés des mineurs (n" 20), on a 

yi \y% : ... :yn = AH : A^: ... : Ai« = Aîi : Aîj : ... : A8» = etc. 

A<i Ait Ai« 

a?i : a?j : .,, : a?m ■= — ■?— : — 7 — =...==— _ — = etc. 

Ain Ain A\n 

et les équations ne sont vérifiées que de cette manière. On peut encore 
écrire, sous une forme plus symétrique, 

^' - ^* -etc.. 



kiKii -4- AiAji -4- ••• -4- hnAni AiAiî •♦- ktA<i<t -4- ••• -4- hnAn 
h\, As, ..., hn étant quelconques (Hesse). 

II. Soit r = (aH «M ...a^jp) différent de zéro, de manière que Ton 
puisse déduire des p premières équations (1) les valeurs des p premières 
inconnues Xi,,,.,Xp en fonction des autres, qui restent arbitraires. 
Éliminons ces p premières inconnues entre ces p premières équations 



Digitized by VjOOQIC 



~ 65 — 

et une quelconque (1 4) des autres. Il viendra, en posant ji -h 1 



(4) 



Opt, ...jOpp, Op^^ -h ••• -4- aj^wi — a^ 

Pour que cette relation se vérifie quels que soient of^^ ..., â?,., il faut que 
les coefficients 

(«H ... apf,akq)y ..., (au ... appakm), {an ... appakn)y 

des inconnues Xq, . . . , â?», et le terme tout connu soient nuls. Ces conditions, 
nécessaires pour que (U) soit compatible avec (li), ..., (1^), quels que 
soient â;,, ..., x^» sont suffisantes. En effet, dans le déterminant (4), 
ajoutons à la dernière colonne, la V" multipliée par Xt, la 2* multipliée 
para;,, ..., la p'^'»' multipliée par Xp, les quantités Xi, X9, ..., â;^ étant 
quelconques. La dernière colonne deviendra 

Fi, Fi, ..., F,, F*. 

Ordonnons (4) par rapport aux éléments de cette colonne. Nous obtien- 
drons, après division par r, une relation de la forme 

F* = ^«Fi H- ffiFi -^ .. . -^ffpFp, (6) 

vraie quels que soient Xi, Xt, ..., Xp, Xqy ..,, Xm» L équation Fik =» est 
donc une conséquence de Fi = 0, ..., F^ = 0, et, par suite, est 
compatible avec ces équations, quels que soient â?,, ..., â;*». Cette conclu- 
sion s*étend aux équations (3). 

La relation (5) est équivalente aux suivantes : 

«*2 =^ifl4« -^ ff%att -4- • •• H- gpap9, etc. 

On déduit de celles-ci (par le n» 20, II, ou par 31, 1), que tous les déter- 
minants contenus dans le tableau 



au 



a\u 



aiq^ 



ain 



api, 
aki* 



*pp, 



*pqj 



M'y» Il 

akn 



, akp^ auti, 

sont nuls. Cette expression peut être dite Véliminant des équations 
(li), ..., (Ip), (U) ou (34), ..., (3p), (3ib), dans le cas où r n'étant pas nul, 
toutes les inconnues autres que les 'p premières sont arbitraires. 

5 
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Exemples. I. Pour que la conique ayant pour équation 

C = M?' -I- *y« -+- c -♦- 2/y H- 2^4? -^ 2hxjf = 

se réduise à deux droites, il faut et il suffit que son centre soit sur ce 
lieu. Le centre est donné par les relations 

ax-^ hy-^-ff^O, hx -^ by -^f=^0, (1)(2) 

Retranchons de C =» les équations (1) et (2), multipliées respectivement 
par X et par y ; il Tiendra 

^^ H- /y -4- c = 0. (3) 

L'élimination de Xy y^ entre les équations (1), (2), (3). donne 



D = 



a 


\ 


9 


h 


h 


f 


9 


f 


c 



■■ àbc -^ 2fgh -^aP — Ig^ — ch* = 0. 



Réciproquement, si le discriminant D de C est nul, on a les équations 
(1), (2), (3) (n».20 ou n« 30, IV). 

II. Pour que la droite représentée par P = iw?-4-t?y -4-1=0 soit 
tangente à la conique C, le coefficient angulaire de P doit être égal à 
celui de la tangente, et le point de contact doit être sur P et sur C. Ces 
conditions donnent, X étant une auxiliaire, 



ax 



hy -^ g hx -\-by -»-/ gx-\-/y 



■ = /. 



u V l 

Eliminant x, y, A, entre ces équations et P = 0, on trouve 

a 



h 
h 

J 



g 

f 

c 

1 



u 

V 

1 





0. 



Cette relation est Véquation tangerUielle de la conique. 

ABC 
**III. Une conique K ayant pour équation — •" S "*" 7 "= ^ ®^* ^'^" 

a p / 



consente au triangle de référence DEF. Si 

ABC^ABC^AB 
— -4-^-4-— =0, — -f.---^- = 0, — -4-/r 

«1 P\ 74 «4 P« 72 «5 p% 



-=0, (1) 

7» 
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K passe par les points M, N, P, ayant pour coordonnées (a, (3,y,),(«j(35y,), 
{"^i^i/ù- Éliminant A, B, C entre ces relations, il vient 
1 1 1 



(X.i 


p. 


yi 


T 


1 


l 


a« 


Pi 


y* 


1 


1 


1 


«5 


P» 


y» 



=s 0, ou 



«««» 


P.P3 


7»7s 


«3*1 


P»P. 


7»y* 


«l«t 


(3*P. 


yr/. 



0. 



(2) 



ha dernière équation ne peut subsister que si Ton a (n<* 20) 

a, ft, Cy étant des constantes. Ces équations expriment que la conique 
représentée par aa} + ^p* -♦- cy* «= 0, qui est conjuguée à DEF, Test 
aussi à MNP. La réciproque est vraie, car les équations (1) peuvent se 
déduire de (2). De plus, ce qui précède peut être interprété en coordon- 
nées tangentielles. Donc, si deux triangles sont inscrits ou circonscrits à 
une conique, ils sont conjugués par rapport à une autre et récipro- 
quement; par suite, si deux triangles sont inscrits à une conique, ils 
sont circonscrits à une autre et réciproquement (Démonstration de 
M. J. Neuberg). 

ExERCiCBS. 88. Trouver l'équatioa d'une droite passant par deux points; d'un 
cercle passant par trois points ; d'une parabole passant par trois points et dont 
l'axe a une direction donnée ; d'une conique passant par cinq points ; ou par trois 
points et ayant un foyer ou un centre donné; d'une cubique passant par neuf 
points; etc. 

89. Trouver la condition : 1® pour qu'une surface du second degré se réduise 
à un cône; 2» pour qu'elle soit touchée par un pian ayant pour équation 
«a?-Hi?yH-n«p-H 1=0; 3» pour qu'un cercle déterminé par trois points soit 
tangent à une droite donnée. 

90. Chercher : 1* la relation entre les trois angles d'un triangle, en éliminant 
0, d, e entre 

a = ô 008 C -I- c cos B, ô = c cos A -4- « cos C, c = « cos B -h ô cos A ; 
2* la relation analogue entre les angles dièdres d'un tétraèdre. 

91. Généraliser les théorèmes suivants : Soit ^+l=a;, y =ix—'\, on aura 



= 0, 



1 = 1, 


1 


1 








l^y =a?, 


(D 


1 


1 





l-»-2y-^y« =a?% 


a?« 


1 


2 


1 


l+3y^3y«-^y»=a;»; 


a?» — y» 


1 


3 


3 
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(-i)V = (i-^)' = 



1 

X 
X* 

x" 



Pour 07 = ■- 1, on trouve une belle formule. On déduit encore de ce qui précède 
(Comp. n» 19, ex. 37, !•) 



a, — 3/, -»-3«, — «.,= 



«0 
«5 




1 
2 
3 



(J. W. L. Glaisher). 



%%, Application à des équations non linéaires. I. Résultante d'un 
système de (n •— 1) équations linéaires et d'une équation du second degré. 
Il suffira de considérer trois équations, que, pour plus de symétrie, nous 
supposons homogènes ; 



05?' -+- Jy* -♦- cz* H- ^fyz -k- 2gxz 



2hwy = 0, 
0. 



aiX -♦- {3iy •+- yiZ ■-= 0, «fâ? h- j3sy -h yj^ 
L*équation (1) peut s'écrire 

x{ax-^hy -\' gz) '^y(hx -¥- hy '^fz)'^z {gx -^/y -4- cz) 
On peut remplacer l'équation {!') par les trois suivantes : 



(1) 

(2) (3) 



0. (F) 



ax ■*- hp -t- (ft ==■ ajÀ -4- a»ù, 


(4) 


Ax -t-hy -\-fa = (3ii -4- (3»fx, 


(5) 


gx ■^- fy -^ cz = yà -+- yip. 


(6) 



En effet, si Ton multiplie ces trois équations respectivement par «, y, z, 
et si Ton ajoute les résultats, on trouve une identité, d'après les équations 
(1), (2), (3), et des équations (1), (2), (3), (4), (5), on peut déduire (t)j. 
L'élimination est donc ramenée à celle des cinq quantités x^ y,Zf /, {i-, 
entre les équations (2) à (6), qui sont linéaires. 

Le même procédé peut servir à trouver les solutions du système des 
équations (1), (2) : on ajoute à ce système l'équation arbitraire (3) et l'on 
tire X, y, z, /, ^u des équations (2), (3), (4), (5), (6), entre les coefficients 
desquelles il existe une relation identique. 

II. Résoudre le système ax^ -i- 2bxy -4- cy*=my ax* -+- 2^y -♦- yy*=^i^. 
On peut écrire ces équations de la manière suivante : 

x{ax H- If) -H y{bx -^^ cy) = m^ x{oiX -♦- |3y) -h y(j3â? -*- yy) = p. 
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En les résolvant comme des équations linéaires, on obtient 

^ \ m Itr -^ cy „ I «û? -+- by 

Ra? == . -^ I , Ry == / 

\ ax '\'hy hx -^ cy 

I OLX -+- p?/ [tx -f- yy 

Des deux premières de ces équations, on tire, par élimination de x et 
dey, qui y entrent linéairement, une équation qui donne R*; R connu, 
l'une d'elles donne y, exprimé linéairement en a? ; ce qui suffit, pour 
trouver y et fl?, par le mojen de Tune des équations données. Ce procédé, 
qui consiste à résoudre, comme des équations linéaires, des équations non 
linéaires, réussit dans un grand nombre de cas(Di£KMANN). 

On peut se servir d'un procédé analogue pour effectuer certaines 
éliminations. Ainsi, dans l'alinéa I, poser ol% =s= ax -^ hy -^ gz, (3^ =s 
hœ -\-hy '\' fz, yv^ ^ gx -¥• fy -v- cz, l'équation (1') deviendra a^x -h 
%y -♦- 7*25 ==• (7). Éliminant x. y, z entre (2), (3), (7), ^on trouve 
(«4(3«7s) «»0, relation qui, développée, prend la forme a4â? -*- jSiy -+- 
y42=s0 (8), «4, (34, 74 étant des constantes. De (2), (3), (8), on déduit 
ensuite (ai|3f74) = 0. 

^'^III. Soit à éliminer x entre les deux équations 

a?' -^ jpx^ -+- ja? -♦- r = 0, y = ai-\-liX-^ dx^. (1) 

Multiplions la seconde par ar, et substituons-y la valeur de a?', tirée de 
la première, puis opérons de même sur l'équation trouvée. Il viendra 

xy = — Cir-+- [ai — Ciq)x h- (J* — Ci/?)a?' = «t -4- JîA? ^- Ctfl?% (2) 
/p*y = — c«r -4- (at — Ctq)x -\- (h — c%p) a?* = «s -h Izx -4- (?5a?*. (3) 
L'élimination de a?, a?*, entre les équations (1), (2), (3), donne la 
résultante 

i\—yh\CK 
a« • It — y Cl =- — (y3-+.Py»H.Qy-4-R) = 0. (4) 
«3 ^3 cs— -y 

Cette méthode de transformation est applicable à une équation de degré 
quelconque. L'équation donnée. en a;, d'ailleurs, se déduit, en général, de 
la transformée (4) et de la relation (1) qui définit la substitution, comme 
on peut s'en assurer. Dans le cas particulier traité ici, on peut disposer 
de a, J, c, de manière à avoir P = 0, Q = 0, ce qui permet de trouver y 
(Tchjrnhausen). On en tire a?, en remarquant que 1, a?, a?*, sont propor- 
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tionnels aux mineurs correspondants aux éléments des diverses lignes du 
déterminant (4). 

Exercices. 92. l» Exercice 12 de V Introduction, 2« Résoudre, par ]e procédé 
indiqué ci-dessus (11), le système 

/p« -H y* -4- 2J* = 1, 

a^x-k- b^y -+- c,y = «y, 
«sa? -h b^y -¥- c^% = ut. 

On trouve un résultat remarquable, et qui peut être généralisé, en comparant la 
valeur de u donnée par la résolution du système des quatre équations, à celle que 
Ton obtient par élimination de œ, y, ^, entre les trois dernières. 

^^93. Résoudre l'équation du 4* degré en la ramenant à une équation bicarrée, 
au moyen d'une substitution cubique. 

'^'^94. Éliminer x entre une équation de degré n en a; et la relation y as Fâ? :/Xy 
¥xetfx étant des polynômes entiers en x de degré quelconque. Le degré de la 
résultante en y est n, 11 importe que Téquation de degré n en x n'ait pas de 
racine commune avec fx = (Cayley). 

^^IIL Élimination. Cas de deux équations de degré 
quelconque. 

SS. Méthode dialytique, L Soient, pour plus de facilité, deux équa- 
tions respectivement du 5« et du 3" degré, savoir : 

F = a^ -+- a^œ -h a^x^ -+- a^x^ -4- a^x^ -♦- a^x^ = 0, 
/ = ft^ -h l^x -4- h^x'^ -+- h^x^ =* 0. 

Si une même valeur de x vérifie à la fois ces deux équations, elle 
vérifiera aussi les suivantes : 
a?*F=0, a?F=0, F=0,/=0, xf=0, a?y=0, a?V=0, ^*/«=0, (1) 

c'est-à-dire, 

a^x'^ -t- a^x^ -h û,j?* -+- «3^?^ H- a^x^ -^ a^^'' = 0, 
a^x -i- a, a?' -♦- a^x^ -»- «3^?* -+- a^x^ ■+• a^x^ ^ 0, 
a^ -4- a^x -4- a,a?' -*- a^x^ -4- a^x*^ -+- a..x^ =■ ; 
b^-^b^x-i- b^x^ -h b^x^ = 0, 

b^x -♦- b^x* -H 0,0?' -♦- b^x* = 0, 

Jo^« -+- b^x"" ^ b^x' -4- ô^a?^ — 0, 

b^x^ -+- *,a?* -♦- b^x^ -h JjiT^^O, 

Jo^* -+- &,a?* -♦- ^4^?® -♦- ^5^?' = 0. 

Regardant, dans ces (3 h- 5) équations, x, a?', i»', x\ x^, a?*, a?', comme 
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des inconnues distinctes, noas obtenons, far élimination, S = 0, en 
posant 



S = 





«« 


a, 


a, 


«.-> 


«* 


«« 


«. 


«, 


«.-, 


«4 


a.- 


«, 


«» 


«s 


a» 


«; 




*, 


h 


<•» 








K 


K 


*. 


J3 








K 


*. 


K 


*, 








h 


K 


*. 


h 








h 


>. 


*. 



Dans ce déterminant, pour abréger, nous n*ayons pas écrit les éléments 
nuls. S est dit l'éliminant de Sylvester des équations P«0,/=0; 
S = est la résultante de F = 0, / = 0; cette relation exprime la con- 
dition nécessaire pour que F = 0,/=0 aient, au moins, une racine 
commune r, ou pour que F. /aient, au moins, un facteur commun du 
premier degré (a? — r). 

Cette condition est suffisante. En effet, S étant nul, il existe une même 
relation linéaire entre les éléments de chaque colonne de S (n® 20 ou 30), 
et Ton peut poser 



>o«. 



A.fln 



\a. ^\a, 



^o«4 H- ^^«3 -+- ).,a, ^ p^ j^ ^ fi^J, -^ Pj^}^ ^- u^t^ = 0, 

-♦- Xlds -H >ta4 -♦- PjJj -I- fA^Jj == 0, 

^0' ^1' ^9' f^o) 1^4' 1^9' f's) f^4« é^i^^ <^6s constantes qui ne sont pas toutes 
nulles. Multi^ions ces relations respectivement par 1, x, x*^ a^, x*, x^y 
,t^, x\ X étant quelconque, et ajoutons ; il viendra : 

(\^\X'i'\x*)F -i-iu^-^ ix^x + tx^x* -i- u^x^ -i- ix^x^)f=0. (2) 

Si Tun des X n'est pas nul, Tun au moins des fx aussi n*est pas nul, 
car autrement, on aurait pour toute valeur de â?, F = 0. Aucun des 
4 polynômes de la relation (2) n'étant identiquement nul, on déduit de 
cette identité que/, qui est du troisième degré, divise (Ào -*->ia? -+• hx*)F, 
et a, par suite, avec F, au moins un facteur commun du premier degré 
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(a? — r). Donc F»0,/ = 0, ont, au moins, une racine commune r. 
II. Posons : 



s.= 



a, a 



a. a, a. 



4 

«s 



S» 






.S,- 






«s 


"4 


«3 








*, 
h 


*, 




,s,= 




h 


5. 


*, 


*, 









K h 

'0 *ï ** *^ 

Si, Sî, S-, sont dits le !•■', le 2«, le 3* mineur principal de S. On déduit 
Si de S, St de Si ou Ss deSj« en supprimant, dans S, Si ou Ss, la 
première et la dernière Ifgne, la première et la dernière colonne. 

III. Soient F = (a?—r)cp,/==(i»—r>|, 
de sorte que 



rc. 



«i =- c„ — rc. 



^4 = ^s 



Pour que les équations (p = 0, ^^ =» 0, aient une racine commune *, il 
faut et il suffit que Ton ait S' = 0, S' étant donné par la relation 





Co 


Cl 


Cl 


«, 


Cu 


Cl 


Ci 


Cô 


Ci 


à. 


d. 


d% 








do 


d. 


d^ 








do 


d, 

do 


dt 
d, 



Ci 



S'=. 



d. 

Retranchons les colonnes 2, 3, 4, 5, 6 de S', multipliées par r, respec 
tiTement des colonnes 1, 2, 3, 4, 5; nous trouverons S' « S^ . La condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que 9 <=» 0, ^ = aient une racine 
commune, est donc Si = 0. 

De même, si nous posons 9 = (ar — «) 5^, ^==(x — «)ot, la condition 
nécessaire et suffisante pour que jf == 0, w = aient une racine com- 
mune, est S* = (M. Falk). 

IV. On peut résumer les résultats précédents dans la proposition 
suivante : < La condition nécessaire et suffisante pour que F = 0, /= 
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aiefU une seule racine commune est S -» 0, Si différent de zéro; pour 
qu'elles en aient deux seulement, S = 0, S^ =0, Sj différent de ^ro; 
pour qu^ elles en aient trois y S = 0, Si = 0, S, = 0, S, diféreni de zéro 
(ce qui e«t toujours réalisé dans le cas actuel, puisque S,, = i*)* » 

ExBRCiCB. 95. Si les quantités «, b sont des polynômes en y, la résultante S = 
a pour racines les valeurs Uy 9,... de y vérifiant F = 0, /= 0, en même temps que 
certaines valeurs de œ. Déduire de la proposition 33, IV, le moyen de voir si, à une 
valeur tf dejr, en correspondent plusieurs de x, sans déterminer celles-ci. 

34. Équation aux racines communes. I. D'après la théorie générale 
de rélimination, dans le cas où S=0, Si n'étant pas nul, les valeurade 1, 
a?, a?*, fl?», a?*, a?*, a^ sont proportionnelles aux mineurs de S, qui corres- 
pondent aux éléments d'une ligne quelconque, par exemple, de la 
première. En supprimant le facteur commun h^ dans les termes du 
second rapport de la proportion qui donne, d'après cette remarque, le 
rapport (x \ 1) on trouve : 
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Exprimons que le produit des moyens est égal à celui des extrêmes, 
puis réunissons les deux produits eii un seul, dans un même membre, par 
la propriété VI; il viendra ; 



0. {e) 



On déduit la seconde forme de la première, en ajoutant à la première 
colonne du premier déterminant les colonnes 2, 3, 4, 5, multipliées 
respectivement par a?', «', a?*, x^^ ûS*. 

II. A posteriori, il est facile de prouver que l'équation {e) a, pour 
racine, la racine unique r commune aux équations FsO, /=sO. En 
effet: 1» si Ton considère cette équation «ous sa première forme, on voit 
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qu el'e n'est pas une identité, car le coefiScient de x est le premier mineur 
principal Si, qui est supposé non nul, et elle est du premier degré. 
2* Sous la seconde forme Ui = 0, on reconnaît que le premier membre 
est divisible par (a? — r), car [x — r) divise tous les éléments a?F, F,/, 
xfy a?*/, a?y de la première colonne du déterminant Ui. On remarquera 
que Ton obtient le déterminant Uj en remplaçant, dans Si, les éléments 
de la première colonne par [a;F, F, /, xf^ a?*/, x^f\. 

Exercices. 96. Si F = 0, /=0 ont seulement deux racines communes, ces 
racine!) sont données par l'équation du second degré Us = 0, Ua étant le détermi- 
nant obtenu en remplaçant les éléments de la première colonne de S| par 
F,/, 0?/, a?*/. Théorème analogue dans le cas de trois racines communes. 

97. Quand F = 0, /= 0, ont une seule rac'ne commune r, les équations y == 0, 
«f;=0dun"33, III, sont évidemment équivalentes à /*© -»-/ji|a?-t-/*4a?*-h/tsa?'-»- 
-♦- /x^a?« z= 0, Xq -*- ^1^ -*- 'î^* = 0> d'après l'équation (2) du n» 33, I. Si l'on déter- 
mine les quantités /x, >, par les équations du n^ 33, qui les déânissent, on trouve 
que l'on peut écrire, au lieu de ces deux équations aux racines non communes, 
V = 0, W = 0, V étant le déterminant S, où les éléments de la première colonne 
sont remplacés par [0, 0, 0, 1, a?, ji?*, aï', a?*], W, le déterminant S, où les 
éléments de la première colonne sont remplacés par [a^, a?, 1, 0, 0, 0, 0, 0]. 
Théorème analogue dans le cas de deux ou trois racines communes. 

98. Si F = 0,y = ont deux racines communes, Uj, qui est du premier degré, 
est identiquement nul comme étant divisible par un facteur du second degré. 
Par suite, tous les iblneurs de S représentés par le tableau S, privé de sa première 
et de sa dernière ligne, sont nuls. Théorème analogue dans le cas de trois racines 
communes. 

35. Méthode de Cauchy. I. Posons 

F =a ao -+- a?74 = ai -•- x^/z =«««-*- xy^, 

f^ (3o -^ xSt = (3i -♦- x^Si = (3î -^ x%, 

«i> (3i, 7i, 5, désignant des polynômes de degré i en a?, dont les deux 
premiers a,, (3» sont formés respectivement par les (i -*- 1) premiers 
termes de F et de/. Soient ensuite 

C, = FJ, - fy, = olJ, — [3,7, = Coo -^ Co.a? -h c,,a?« -t- c,^x^ h- c,,a?^ 
C. = Fd, -/y, == cc,d, - [5,7, = 0,0 H- c,,x + c,,x* -^ e,^x' -*- c,,x*, 

le nombre des polynômes auxiliaires C étant égal au degré de celle des 
équations F «= 0,/== 0, qui a le degré le moins élevé. La loi de forma- 
tion des coefficients 'ci> est simple ; si dik = (tiik^i — tf*+A» on a 
Cij. = Ckh Cik = dik -+- Cl _i, A+i> pour des valeurs convenables de i et de k, 
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mais nous ne démontrerons pas ces relations dont nous ne ferons aucun 
usage. 

Si F «= 0, /= ont une racine commune r, r vérifie les 5 équations 
(««équations, si F est de degré i«> «, n degré de/) : 

Co=0, C,==0, C, «=0, /=0, a/=0. 

Regardant dans ces équations a?, «*, «*, «* comme des inconnues 
distinctes, on trouve, par élimination de ces puissances de la racine 
commune, R = 0, R étant un certain déterminant, appelé Aiminant de 
Cauchy, et défini par la relation suivante : 
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La relation R = est donc une condition nécessaire pour que les équa- 
tions F = 0,/=0 aient une racine commune. On prouve, comme au 
n* 33, qu'elle est suffisante. 

II. Les équations 

c,=o, c,=o, c4=o,/==6, a?/=o, xV=o, a?y=o, a?y=»o. (3) 

ont un élimiTUitU M, égal à JJR, comme on le voit immédiatement quand 
on écrit cet éliminant. Si Ton met les trois premières équations (3) sous 
la forme 

F(^, ^ *,^ -+- M*) —/(<*! -^a^-^ a^œ^ -*- a.jB^ -♦- «jâ?*) = 0, 

F (ô, -^ * s a?) —f{a^ -+- a j^ -+- a^a?* -♦- a'çfl?*) = 0, 

FJ, —f{a^ -¥■ a^x -♦- a^a?*) = 0, 

on voit que le système (1) peut se déduire du système (3) par des 
opérations très simples. En faisant des opérations analogues sur le 
déterminant M, on le transforme en ôJS. On a donc M «« b\K = JJS; 
d*où R = S. La démonstration de cette relation entraîne du même coup 
celle des suivantes : Ri = Si, Rj = Sj, R5=S>, Ri, Ra, R» se déduisant 
de R, Ri, Ri, en effaçant la première ligne et la première colonne. On 
peut donc remplacer, dans le n'* 33, IV, S, Si, Si, Sj parR, Ri, Rj, R,. 
On peut encore établir les égalités R = S, Ri =» Si, etc , en mettant 
le produit d= R* sous la première forme indiquée dans Texercice ^, où 
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les éléments de la dernière moitié des lignes sont tous changés de signe 
et remarquant que le déterminant ainsi obtenu est le produit de d: S, où 
les éléments des lignes de rang pair sont changés de signe, par db S 
écrit sous une forme un peu différente (Le Paige). 

Exercice. 99. Trouver, dans la méthode de Cauchy, les théorèmes équivalents à 
ceux qui sont donnés n«> 34 et exercices 96-98. 

36. Théorème de Béxout sur V élimination. Supposons que les 
lettres a, l désignent des polynômes en y de degré tel que a-, soit de 
degré 5 — f, hi de degré 3 — t, et, par suite, aiX' de degré 5, en x et y, 
liX' de degré 3, en x et y. Dans cette hypothèse, je dis que S(ou R)sera, 
auplm, rie degré 5 X 3 en y {au plus de degré mn^ si F est de degré wi, / 
de degré w). Pour le démontrer, remplaçons, dans S, a^ par aj^^ 
tfj par «,/*, «j par a^t'\ a, par aj^^ a^ par aj, a^ par «,, h^ par l^t^, 
l^ par l^i^y h^ par hj, l^ par h.. Chaque lettre a ou J, et, par suite, 
chaque terme de S, est ainsi multiplié par une puissance de t égale à son 
degré en y, et le déterminant S est transformé en un certain détermi- 
nant T. Multiplions les colonnes de ce déterminant T par 1, ^, <•, ^', ^*, 
t^^ <•, V, et divisons ensuite les lignes par T, t^, /*, 1, t, ^', /', ^*. Après 
ces deux opérations, T^ dont la valeur n'a pas changé, aura ses trois 
premières lignes identiques à celles de S, et les cinq dernières seront les 
cinq dernières de S, multipliées chacune par /'; par suite, Ts=S/''. 
Donc, chaque terme de S, ayant été multiplié par ^*^, est de degré 15, ce 
qu'il fallait démontrer (Janni). 

Les deux courbes représentées par F = 0,/ = ont donc, au plus, 
5 X 3 points d'intersection. Ce nombre ne peut être moindre, dans le cas 
général ; car, si F = 0, / «= représentent respectivement 5 et 3 droites, 
le nombre des points d'intersection, ou le degré de S, est 5 X 3 (ou mn^ 
si F est de degré m, / de degré n) (Cremona). Donc, la résultante été deux 
équations â^ ordre metn est, en général , d'ordre mn et les courbes correspon- 
dantes ont mn poitUs communs (réels ou imaginaires, distincts ou non). 

Exercice. 100. Si une courbe algébrique a une équation K=0, en x, y, d'ordre p, 
((ui ne contient pas de terme en â?, ^, de degré inférieur à y, on dit qu'elle a, & 
Torigine, un point multiple d'ordre p\ Cela posé, par quelle puissance de p peut-on 
diviser Téquation S = 0, résultante de F = U, /■=0, slF=0 représente une 
courbe d'ordre m, ayant à l'origine un point multiple d'ordre tn',/=0 une courbe 
d'ordre n, ayant àl'oriiflne 1» un point simple; 2» un point multiple d'ordre n\ 
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APPENDICE. 

DÉFINITION D*UN DÉTERMINANT PAR LES PRODUITS SYMBOLIQUES. 

I. Le produit 

peut s'écrire 

«itfi»* ■♦• Otbtii -¥- axhtji 4- WJ*, 

en rapprochant les facteurs i,y, sans les intervertir. Remplaçons, dans cette 
expression, t*,y* par zéroji par — t^'; elle deviendra 

(Ml -Mi)<;. 

Remplaçons maintenant (;' par l'f^Aty^ et nous aurons axbt — c%bi. On peut donc 
convenir d'écrire 

pourvu que dans le produit du second membre, effectué sans intervertir i,y, on 
fasse les changements indiqués. 

II. On peut écrire de même, symboliquement, 

\ab€\= (ûii -h bj -h Cl*) (flfti -4- btj -H c,*) («3» -4- bjj -h Csh) 
pourvu que, dans le produit du second membre : 1» on rapproche les facteurs t,y, k, 
sans les intervertir; 2« on remplace »*,>*, ** par 0; ytpar — v, V par — jk,ki 
par — fit; ifk par 1. On trouve d'abord, pour produit des deux premiers facteurs, 

(«1*1 -- Oi^i) V ■+■ (*iCt — *tCi)y* -♦- {OtCx — «iC») ki ou Ai^** -+- Ba*i -t Ca(; . 
Ensuite 

(Aj^'^ -♦- B,*t -♦- CjV) («5» -h bj -+- Cjft) = Ajtf, -f- ôjBs H- CjCj = | oAc | . 

III. On généralise sans peine ce qui précède. Ainsi, 

I abed \ =[ati'hbj -h Ctk -*- dtl)y,(ati -*- btj -^ cjt-i- dtl) 

pourvu que, dans le produit, l'on n'intervertisse pas les facteurs 2, y, k, l ; puis que 
l'on remplace «*,>*, **, l* par 0, /i, *y, etc. par — *;, - jk, etc, et ijkl pari. 

IV. On peut démontrer les propriétés des déterminants, en partant de la défini- 
tion précédente. 

NOTES ET RECTIFICATIONS. 

Introduction. Page 2, ligne 4, lire : de l'inconnue. Page. 3, lit<ne 4-6, lire : 
puis par <- a^ et ai. Page 5, ligne 4, après principal, ajouter : ou sur des lignes 
parallèles. Page 12 : l'exercice 12, pour être résolu, suppose la connaissance de 
rartiûce indiqué dans les Éléments, n» 33, II, dernier alinéa. Page 14, ligne 4, lire : 
dt = d^ = d^ = 0. Page 16, ligne 11, au lieu de Ca -h Ci — Ct, lire : bi-t-b^ — *». 

Éléments. Ex. 50, p. 43. La racine carrée d*un déterminant symétrique gauche 
porte le nom de pfafien. Donc (27, III) : Tout déterminant est un pfafflen. 
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(Les chiffres renvoient aux numéros des Stéwtents, sauf s'ils sont précédés 
de Tabréviation^^â?., pour Bxercice). 
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n» 26, III. 

— gauche, Ex. 20, 26, 57. 
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Substitution circulaire, 4. 

Terme principal, 9. 

Théorème de Bézout, sur Télimina- 
ûon, 36. 

— de Brioschi, Ex. 58. 

— de Cauchy, 19, II, 2«, 14. 

— de Cramer et Bézout, 3, 8. 

— de Falk,20; autre, 33. 

— de Janni,Ex. 15; autre, 19,111. 
- de Laplace, Ex. 33, 27, 13, 

4,38. 
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